Estudo de um elemento finito para analise do comportamento dinamico de rotores by Campos, Adelmo Tabosa
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA 
CURSO DE PÓS-GRADUAÇÃO EM ENGENHARIA MECANICA
ESTUDO DE UM ELEMENTO FINITO PARA ANALISE DO 
COMPORTAMENTO DINÂMICO DE ROTORES
DISSERTAÇÃO SUBMETIDA Ã UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA 
PARA A OBTENÇÃO DO GRAU DE MESTRE EM ENGENHARIA MECANICA
ADELMO TABOSA CAMPOS
FLORIANOPÕLIS, FEVEREIRO DE 1989
ESTUDO DE UM ELEMENTO FINITO PARA ANÁLISE DO 
COMPORTAMENTO DINÂMICO DE ROTORES
ADELMO TABOSA CAMPOS
ESTA DISSERTAÇÃO FOI JULGADA ADEQUADA PARA OBTENÇÃO DO TITULO DE
MESTRE EM ENGENHARIA
ESPECIALIDADE ENGENHARIA MECÂNICA, ÃREA DE CONCENTRAÇÃO 
PROJETO, APROVADO EM SUA FORMA FINAL PELO CURSO DE PÓS- 





Ao Professor Domingos Boechat Alves pela orientação desta 
dissertação, destacando-se a sua efetiva participação e 
constante boa vontade em orientar.
A CHESF pelo patrocínio do Curso de* Pós-Graduação, 
ressaltando-se os engenheiros Fellcio Limeira, Adelmo Lapa, 
Humberto Cavalcante e Paulo Guimarães.
Ao amigo José Maria Bezerra Silva, pela grande ajuda e apoio 
na fase de créditos do curso.
Aos Professores do Curso de Pós-Graduação em Engenharia 
Mecânica especialmente Domingos Boechat Alves, Ar no Blass, 
Philippi, Nelson Back, Paulo de Tarso e Clóvis Bar cell os.
Ao Professor Clovis Bar cel los, por ceder e orientar na 
montagem dos módulos Csub-rotinasD AVISE e QR.
Ao Analista de Sistemas Vil son Wronski Ricardo pela ajuda na 
montagem dos módulos Csub-rotinasD AVISE e QR.
Ao amigo Felix Christian pela sua contribuição no 
desenvolvimento deste trabalho.
A Vera e Ceei pela ajuda nas pesquisas bibliográficas.
Aos amigos Antonio Brasileiro, Kleber Nóbrega, Heber Castro, 
David Ferraz, Cleonice Cecilia, Mareia Carneiro, Nlcodemos
Neto, Vi.tor de Negri , Roseli Peralta. Goretti Possebon, Carlos 
Antoniazi, pela amizade e apoio; e demais colegas que, de uma 
forma ou outra, contribuíram para a realização deste trabalho. 
A Conceição Castro e a Walter pela dedicação nos trabalhos de 
datilografia.
A Antonio Lira pelo esmero na elaboração dos desenhos.







REVISÃO DA LITERATURA 04
CAPITULOS
1 - SISTEMAS DE REFERÊNCIA 12
2 - EQUAÇÕES ENERGÉTICAS 17
2.1 - GENERALIDADES 17
2. 2 - ENEÍ?GIA CINÉTICA DO ELEMENTO FINITO ROTOR 18
2.3 - ENERGIA CINÉTICA DO DISCO RÍGIDO DISCRETO 24
2. 4 - ENERGIA DE DEFORMAÇÃO DO ELEMENTO FINITO
ROTOR 25
2.4.1 — ConsideraçBes sobre a deformação 25
2.4.2 - Energia de deformação do elemento
finito rotor devida à flexão 27
2.4.3 - Energia de deformação do, elemento
finito rotor devida à força axial 29
2.4.4 - Energia de deformação devida ao
cisalhamento 31
vil
2.4.5 - Energia de deformação total U
3 - FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO
3.1 - INTRODUÇÃO
3.2 - FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO
3. 3 - ESTUDO DAS FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO N CN^ a 
N D REFERENTES AOS DESLOCAMENTOS NO PLANO 12 
3. 3. 1 - Função de Interpolação N^
3. 3. 2 — Função de Interpolação N^
3.3.3 - Função de Interpolação Ng
3.3.4 - Função de Interpolação N^
3.4 - ESTUDO DAS FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO M CM^ a 
M D REFERENTES AOS DESLOCAMENTOS NO PLANO 13
4
3. 5 - MONTAGEM EM FORMA MATRICIAL DOS
DESLOCAMENTOS NOS PLANOS 12 E 13
4 - EQUAÇÕES DE MOVIMENTO DO ELEMENTO
4.1 - EQUAÇÃO DO MOVIMENTO DEVIDA & ENERGIA 
CINÉTICA DO DISCO RIGIDO
4. 2 - EQUAÇÃO DO MOVIMENTO DEVIDA Ã ENERGIA
CINÉTICA DO ELEMENTO FINITO ROTOR
4.3 - EQUAÇÃO DO MOVIMENTO DEVIDA Ã FLEXÃO DO
ELEMENTO FINITO ROTOR
4.4 - EQUAÇÃO DO MOVIMENTO DEVIDA AO CISALHAMENTO
DO ELEMENTO FINITO ROTOR 
4 . 5 -  SI MPLIFI CAÇÃO DAS MATRIZES DE RI GI DEZ 
DEVIDAS A FLEXÃO E AO CISALHAMENTO.
4. 6 - EQUAÇÃO DO MOVIMENTO DEVIDA & FORÇA AXIAL 



















v i  1
5 - OBTENÇÃO DO VETOR FORÇA
5.1 - DETERMINAÇÃO DO VETOR FORÇA PARA UM ELEMENTO
FINITO ROTOR COM CENTRO DE MASSA 
EXCENTRICAMENTE DISTRIBUÍDO AO LONGO DO EIXO
5.2 - DETERMINAÇÃO DO VETOR FORÇA DEVIIX) Ã UMA
MASSA DISCRETA DESBLANCEADA
6 - SISTEMA GLOBAL DE EQUAÇÕES
6.1 - GENERALIDADES
6. 8 - OBTENÇÃO DAS EQUAÇÕES GLOBAIS NO SISTEMA
ROTATIVO R
7 - ANALISE DE VIGAS
7.1 - FORMULAÇÃO ANALÍTICA DAS FREQÜÊNCIAS PARA AS
VIGAS DE BERNOULLI-EULER, RAYLEIGH E 
TIMOSHÉNKO
7.1.1 - Freqüência natural para a viga de
Ber noul 1 i -Eul er
7.1.2 - Freqüência natural para a viga de
Raylei gh
7.1.3 - Freqüência natural para a viga de
Timoshenko
7.1.4 - Freqüências críticas para a viga de
Ti moshenko
7. 2 - ANALISE DAS FREQÜÊNCIAS FORNECIDAS
ANALITICAMENTE E PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS 
FINITOS
7.2.1 - Freqüências fornecidas pelo programa
PADIR
7.2.2 — Análise das freqüências naturais


















8 - MODELAGEM DE HlDROGERADORES 124
8.1 - INTRODUÇÃO 124
8.2 - MODELAGEM PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 126
8.2.1 - Estudo do modelo 1 de Pavanello, R. ,
[93 127
8.2.2 - Estudo do modelo 2 de Pavanello, R. ,
[93 129
8. 2. 3 - Estudo do modelo 1 de Nascimento, L.
de P. , C113 130
9 - CONCLUSOES E SUGESTÕES DE CONTINUIDADE 134
9.1 - CONCLUSOES 134
9. 2 - SUGESTÕES DE CONTINUIDADE 135
REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS J 137







c índice referente ao cisalhamento
d Índice referente ao disco rígido discreto
e índice referente ao elemento finito rotor
f Índice referente a flexão
g índice referente ao sistema global de equaçSes
t Índice referente ao tempo
Derivada em relação ao tempo 
Derivada em relação â distância 
s Índice referente a posição sobre 6 eixo do
elemento
A Ãrea da seção transversal do elemento
C ,C ,C Constantes de integração4 2 9




G Módulo de elasticidade transversal
[G3 Matriz giroscópica ou de coriolis global
t G^3 Matriz giroscópica do disco
[6 3 Matriz giroscópica do elemento
Gr
I Momento de inércia diametral da área da seção
transversal
x i
I Momento de inércia polar da área da seção transversal 
P
I Momento de inércia diametral da massa da seção m
transversal por unidade de comprimento
X Momento de inércia polar da massa da seçãopW>
transversal por unidade de comprimento
I Momento de inércia diametral da massa do disco d
I Momento de inércia polar da massa do disco dp
EJ3 Matriz que transforma as componentes do vetor
velocidade angular do sistema local L para o
sistema fixo F
K Fator de correção do cisaihamento
EK3 Matriz de rigidez global
EK 3 Matriz de rigidez devida à flexão f a
[K ] Matriz de rigidez devida ao cisaihamento c ^
EKj 3 Matriz de rigidez devida à força axial
L Comprimento do elemento
m Massa por unidade de comprimento do elemento
M Momento f1etor
Ordem do sistema global de equaçSes
M„ Massa discreta do disco dl
iiCm 3 Matriz massa transiacional do elemento
22tm 3 Matriz massa rotacional do elemento
[M3 Matriz massa global
EM^ 3 Matriz massa transiacional global
EM 3 Matriz massa rotacional global
EM,3 Matriz massa transiacional do disco dt
CM 3 Matriz massa rotacional do disco dr-
EM 3 Matriz massa transiacional do elementoot



























Matriz das funçCes de interpolação no pl-ano 13 
Matriz das funçSes de interpolação no piano 1:2 
Ordem da freqüência
Vetor forças global no sistema rotativo R 
Vetor forças global no sistema fixo F 
Raio da seção transversal do elemento 
Irjdice de es bei tez
Matriz transforma do sistema rotativo R para o 
sistema fixo F
Distância a partir do início do elemento 
Energia cinética total 
Energia cinética do elemento 
Energia cinética transiacional do elemento 
Energia cinética rotacional do elemento 
Energia cinética do disco
Energia cinética transiacional do disco 
Energia cinética rotacional do disco 
Energia de deformação total
Energia de deformação do elemento devida à força 
axi al
Energia de deformação devida ao cisalhamento 
Energia de deformação devida a flexão 
Volume
Relação entre a distância da origem a um ponto 
qualquer do elemento e seu comprimento Cy = s/L) 
Trabalho das forças
Vetor deslocamento local de um ponto do eixo do 
elemento em relação ao sistema fixo F
Vetor deslocamento global dos nós dos elementos 
no sistema fixo F
Vetor deslocamento local dos nós do elemento no 
sistema fixo F
Vetor deslocamento local de um ponto do eixo do 
elemento em relação ao sistema rotativo R 
Vetor deslocamento global dos nós dos elementos 
no sistema rotativo R
Vetor deslocamento de um ponto do eixo do 
elemento no sistema local L 
Rotação orbital CWhirl SpeedD 
Rotação própria CSpin Speed}
Freqüência natural 
Freqüência natural adimensional 
Freqüência natural progressiva 
Freqüência natural regressiva 
Freqüência crítica progressiva 
Freqüência crítica regressiva
Excentricidade da massa do disco no plano 12
Excentricidade da massa do disco no plano 13
Excentricidade da massa do elemento no plano 12




Relação de rotaçSes CX = ft/oO
Efeito de cisalhamento transversal
Coeficiente de Poisson
Deformação longitudinal







1ongi tudi nal 






Este trabalho é direcionado para a análise dinâmica de 
rotores. Com esta finalidade desenvolve-se, através do método 
dos elementos finitos, um modelo matemático representativo do 
comportamento do sistema mecânico ROTOR-DISCO-SUPORTE. £ 
desenvolvida toda a formulação energética de um elemento finito 
viga-eixo, incluindo-se os efeitos de inércia rotacional. 
momento giroscópico, carga axial, deformação cisalhante e massa 
desbalanceada. As equaçSes de movimento do modelo são obtidas 
através da formulação Lagrangeana. A eficiência do modelo, é 
verificada através da análise comparativa das freqüências 
naturais e críticas, para as vigas clássicas de Bernoulli-Euler, 
Rayleigh e Timoshenko. Após esta análise é apresentada a 
modelagem de grupos hidrogeradores de grande porte, cujos 
resultados são comparados com alguns trabalhos já desenvolvidos 
nesta área. Um sistema computacional chamado PADIR CPrograma 
para Análise Dinâmica de Rotores) foi desenvolvido para obter—se 
os resultados apresentados neste trabalho.
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ABSTRACT
The object of this paper is the dynamic analysis of 
rotors. For this purpose a mathematical model has been developed 
by use of the finite element method for representing the 
behaviour of the ROTOR-DISC—BEARING mechanical system. All 
energetic interactions of a beam-rotor finite element have been 
considered in this development, this including the effects of 
rotational inertia, gyroscopic momentum, axial load, shearing 
deformations and mass unbalance. The motion equations of the 
model are worked out in a Lagrangean frame. The efficiency of 
the model is checked by means of comparative analysis of the 
natural and critical frequencies for the classical 
Bernoulli-Euler, Rayleigh and Timoshenko beam models. After this 
analysis the models worked out for a group of large size 
hydrogenerators are presented and compared with those object of 
some works previously carried in this field. A computational 
system PADIR CPortuguese acronym for "Program for Dynamic 
Analysis of Rotors"), has been developed for obtaining the 
results presented in this paper.
INTRODUÇÃO
A representação do comportamento de um sistema 
mecânico, através de um modelo matemático é de grande 
importância na engenharia, em razão de se poder simular com 
facilidade as mais diversas opçSes de projeto e condiçSes de 
operação.
Nas últimas décadas, o método dos elementos finitos 
tem sido largamente utilizado na solução de problemas de 
engenharia, isto devido a sua eficiência, facilidade de 
representação de modelos & ao grande desenvolvimento 
computaci onal e suas aplicaçSes.
Mais recentemente, no princípio dos anos setenta, 
iniciaram-se os estudos do comportamento dinâmico de rotores 
utilizando o método dos elementos finitos CMEFD.
O presente trabalho tem por objetivo desenvolver um 
modelo matemático utilizando ò método dos elementos finitos, 
para representar o comportamento dinâmico de um sistema 
ROTOR-DISCO-SUPORTE.
O elemento finito desenvolvido é do tipo viga-eixo, e 
para sua formulação, adotam-se as hipóteses da viga de 
Timoshenko, onde se considera a contribuição do efeito de
3cisalhamenio na flexão do elemento.
Consideram-se ainda na formulaçSo os efeitos de 
desbalanceamento mecânico e força axial T083.
O modelo em estudo serve também para representar o 
comportamento dinâmico de grupos hidrogèradores.
Define-se como grupo hidrogerador o conjunto 
constituído por turbina hidráulica, de eixo intermediário, 
mancais e gerador Cfigura 18) que transforma energia hidráulica 
da água em energia elétrica.
«r-
No Brasil é de fundamental importância o estudo destes 
grupos, tendo em vista o imenso potencial hidráulico existente 
Cexplorado e ainda por explorar).
O desenvolvimento da engenharia na área de usinas 
hidroelétricas, chegou ao ponto de ter—se a parte girante de um 
grupo hidrogerador pesando até três mil toneladas CUsina 
Bi nacional de Itaipu, Brasi1/Paraguai).
Em razão das imensas massas girantes, os problemas 
devidos a vibrações são importantes, e podem prejudicar 
drasticamente o funcionamento destas, máquinas.
A utilização de um modelo matemático para simulação do 
comportamento vibratório de grupos hidrogeradores faz-se 
necessário devido a suas grandes dimensEes e dificuldades de 
manuseio, acesso e mediçSes.
Esta ferramenta computacional permite aos projetistas 
a apresentação de projetos otimizados, evitando-se gastos 
desnecessários quando da correção destes problemas nos 
protótipos.
Por outro lado este modelo serve também para simulação 
de condiçSes anormais de funcionamento em máquinas já em
operação.
Neste modelo são analisadas somente as vibraçCes de 
flexão, não se levando em consideração as vibraçSes torcionais e 
axiais. Para aplicaçSes em hidrogeradores, as excitaçSes 
predominantes são transversais, tais como desbalanceamento 
mecânico, excitaçSes magnéticas e forças hidráulicas £093.
É desenvolvido um sistema computacional denominado 
PADIR CPrograma para Análise Dinâmica de Rotores!) , para obtenção 
das freqüências naturais e críticas do sistema dinâmico 
ROTOR-DISCO-SUPORTE.
No final deste trabalho aplica-se o método 
desenvolvido para a análise do comportamento dinâmico, nos 
modelos das vigas de Bernoul 1 i -Euler. Rayleigh e Timosbennko, 
comparando-se os resultados obtidos pelo programa PADIR com os 
resultados fornecidos por £04, OS, 063.
Para efeito de comprovação do desempenho do método 
desenvolvido na aplicação em grupos hidrogeradores, 
consideram-se os exemplos apresentados nas referências £09, 113, 
cujos resultados são comparados com os fornecidos pelo programa 
PADIR.
REVISÃO DA LITERATURA
Nos últimos anos tem-se adotado cada vez mais o método 
dos elementos finitos para aplicação em problemas de engenharia.
No início da década de setenta foram iniciados estudos 
e pesquisas na área de análise dinâmica de rotores, usando o 
método dos elementos finitos.
Serão apresentadas resumidamente aqui, as
contribuiçSes de alguns pesquisadores, e dentre vários trabalhos 
consultados foram selecionados quatro, levando em consideração 
sua importância para o modelo ROTOR-DISCO-SUPORTE que se 
pretende estudar.
a2> Contribuição de John S. Archer [133
O trabalho apresentado por Archer, "Matriz Massa 
Consistente para Sistemas com Massa Distribuida" CConsistent 
Massa Matrix for Distributed Mass Systems}, é desenvolvido com a 
intenção de melhorar a representação da matriz massa da 
estrutura.
Esta matriz pode ser representada pelos parâmetros de
massa fisica concentrada da estrutura, nos pontos onde os 
coeficientes de influência sSo definidos, tendo como resultado 
uma . matr|z ;'-massa diagonal, cujos modos de freqüência e forma 
diferem consideravelmente da solução exata do problema.
Com a intenção de melhorar a precisão da análise 
dinâmica, uma matriz massa consistente é estudada, levando em 
conta a distribuição real da massa através da estrutura.
Ë mostrado que as freqüências naturais, obtidas pelo 
uso da matriz massa consistente, estão bem mais préximas da 
solução exata.
Confirma-se que o procedimento é aplicável à análise 
geral da resposta dinâmica, e é significativãmente superior ao 
procedimento usando massa física concentrada, quando da análise 
de freqüências de vigas prismáticas com massa e rigidez 
distribuídas ao longo da viga.
A necessidade de subdividir a estrutura, para obter 
uma melhor precisão, é muito reduzida quando usado o 
procedimento da matriz consistente.
b5 Contribuição de R. L. Ruhl and J. F. Booker C14-3
A pesquisa de Ruhl and Booker, "Um Modelo de Elementos 
Finitos para um Sistema Turborrotor com Parâmetros Distribuí dos" 
CA Finíte Element Modèl for Distributed Parameter Turborotor 
Systems}, apresenta um procedimento numérico específico para 
estudo de um modelo dinâmico rotor-mancai, no qual a 
distribuição de massa e inércia ao longo do rotor são 
consistentemente representadas.
O modelo estudado é constituído de elementos rotores, 
com propriedades de inércia e massa distribuídas, discos rígidos 
discretos e rolamentos com dezesseis coeficientes lineares para 
rigidez e amor teci mento.
O modelo apresentado para o elemento finito está 
baseado nas matrizes consistentes apresentadas por Archer 1133, 
incluindo, na obtenção destas matrizes, somente os efeitos de 
inércia transiacional e rigidez de flexão.
Para um elemento representando um rotor, com 
propriedades de inércia e rigidez uniformes ao longo do 
comprimento, é necessário considerar as coordenadas nos dois 
planos de flexão. Desta maneira para representar o movimento do 
rotor em duas dimensSes são necessárias duas matrizes Cuma para 
cada plano).
Na montagem do sistema geral de equaçSes consideram-se 
ainda, a rigidez e o amortecimento devidos ao mancai e a massa e 
o efeito giroscópico devidos ao disco rígido.
Com a escolha dos elementos constituintes, 
concatenados na direção axial, a mudança do sistema de 
coordenadas local para o global é trivial, não envolvendo 
transformaçSes geométricas, observando-se que quando dois 
elementos são concatenados, os deslocamentos contíguos devem ser 
iguais, e as forças somadas.
O resultado é um sistema de equaçSes diferenciais 
lineares a coeficientes constantes da forma
Mü + Cú + Ku = Q/•> M M N I M M
A matriz massa deste sistema é mais populosa do que a do sistema
de massas discretas, que é diagonal.
Usa-se o mesmo método de solução para o sistema de 
massa distribuída e discreta. Transforma-se a equação para a 
forma padrão de problemas de autovalores. O método numérico de 
solução para este modelo de problema é o procedimento iterativo 
QR 1183.
Algumas conclusSes são fornecidas sobre o 
comportamento do elemento finito rotor, quando se analisa uma 
viga uniforme simplemente apoiada, com idênticos rolamentos nos 
términos, e considerando um desbalanceamento unitário na 
superfície média.
O método das matrizes de transferência é comparado com
o método dos elementos finitos, para duas velocidades 
específicas 4000 rpm e £8000 rpm. Observa—se que o método dos 
elementos finitos, converge mais rapidamente para ambas as 
freqüências. Ambos os métodos requerem poucos graus de liberdade 
para convergência do modelo, em baixas velocidades de rotação.
Considerando o método das massas discretas, observa--se 
a necessidade de um número grande de graus de liberdade, para as 
altas freqüências, enquanto que no método dos elementos finitos 
a convergência é praticamente independente do número de 
elementos.
Quanto à estabilidade, mostra-se que para dois 
elementos a resposta é praticamente exata. Resultados idênticos 
são obtidos para a resposta forçada.
Uma possível vantagem do método das matrizes de 
transferência, é que requer menos memória de armazenamento no 
computador do que o método dos elementos finitos. Esta vantagem 
é fictícia devido à grande capacidade de memória dos
-computadores atuais.
4Jna grande vantagem do método dos elementos 51 ni tos é 
sso -uso em sistemas de topologia complexa. Citando como -exemplo, 
~a i n d u s S o  de fundaçSes dinâmicas em modelos rotor—mancai.
rtO Contribuição de H. D. Nelson e J. M. McVaugh CQ73
:Outr o trabalho de relevante Importância no estudo do 
-■comportamento do modelo dinâmico ROTOR-Dl SCO-SUPORTE é 
apresentado por Nelson and McVaugh, "”Sistema Dinâmico Rotor- 
Mancai Usando Elementos Finitos** CThe Dynamics of Rotor— Bearing 
.Systems Using Finite El ementsD.
Este estudo é uma complementaçSo dos dois trabalhos 
citados anteriormente, sendo acrescentados ao modelo de Ruhl 
£063 os efeitos de inércia rotatória, carga axial e momento 
giroscópico, usando a matriz massa consistente apresentada por 
Archer Cl33.
O modelo anali sado é composto de di scos - rigi dos 
discretos, ' elementos finitos do tipo rotor, com massa e 
elasticidade distribuídas ao longo do elemento, e mancais 
discretos.
Uma breve revisão da formulação apresentada é 
necessária, pois serve de base para o modelo desenvolvido nesta 
dissertação.
A formulação do modelo é apresentada em dois sistemas 
-de coordenadas, sistema global fixo F e sistema global rotativo 
R.
Os dois sistemas tem os eixos RI e F1 cplineáres e
coincidentes com a linha de centro do elemento rotor na posição 
indeformada.
O sistema rotativo R é definido em relação ao sistema 
fixo F através de uma simples rotação a> denominada de velocidade
o
orbital CWhirl SpeedD. Esta velocidade é definida como a 
velocidade de rotação do plano formado pela curvatura do eixo 
flexionado e a reta que passa pelos centros dos mancais.
Uma seção transversal típica do rotor na sua posição 
deformada, é dada pelas translaçSes u^ e u^ , e rotaçSes u^ e u^ 
nas direçSes dos eixos 2 e 3 respectivamente.







a posição de um ponto interno do elemento é dada, através dos 
deslocamentos dos nós, por
■|uC s , tZ) ^  =
fu  C s . O l >ícs y2
u  C s  » t 5a\  «* MCsD




são as funç&es de interpolação dos
deslocamentos do elemento: e
|ueCt}| Z> é o vetor dos deslocamentos nodais
Um outro sistema de coordenadas, denominado sistema 
local CL3, é definido no centro da seção transversal, com o eixo
1 normal â. seção, e os outros dois eixos pertencentes à. seção 
transversal, segundo duas direçBes principais. O eixo gira com
uma velocidade própria Í3 CSpin SpeecD.
Determinam—se entSo as equaçíSes energéticas de cada 
coraponente do modelo. Para se obter as equaçSes do movimento 
usa-se a formulação Lagrangeana. montando-se o sistema matricial 
-de equaçSes di ferenclai s
MU ~ QGu + Ku = Q
M M
que pode ser resolvido no sistema fixo ou rotativo. Considerando
o sistema fixo CFD de coordenadas, com rolamentos ortotrópicos
CK K — 02) e amortecimento zero. transforma-se o sistema de
23 32
-equaçSes para a forma padrão 
M n ■ + &' h — Q
M M M M
M M
e supondo a solução da forma 
<h> = <h > eatO
4»
os autovalores serão pares de conjugados imagin-ários puros com 
magnitude igual A freqüência natural orbital.
Considerando o sistema rotativo CRZ> de coordenadas, a 
equação de movimento é modificada e os autovalores são reais e 
positivos.
£ apresentado um exemplo numérico com solução nos dois 
sistemas de coordenadas. Conclui—se que o modelo pode ser 
facilmente utilizado para sistemas ROTOR-DI SCO—SUPORTE, com a 
fina 1 i dade de determinar freqüências naturais, freqüências 
criticas, estabilidade e resposta desbalanceada.
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dD Contribuição de H. D. Nelson [083
Este outro trabalho apresentado por H. D. Nelson, com 
o título a‘Um Elemento Finito Eixo Rotativo Usando a Teoria da 
Viga de Timoshenko" CA Finite Rotating Shaft Element Using 
Timoshenko Beam TheoryD, serve de base para o modelo dinâmico 
ROTOR-DISCO-SUPORTE desenvolvido nesta dissertação.
No estudo anterior apresentado por Nelson and McVaugh 
£073 foram considerados para a determinação das equaçSes do 
movimento, os efeitos de inércia translacional e rotacional, a 
rigidez de flexão e o momento giroscópico. Neste novo trabalho o 
autor inclui, além destes, o efeito de cisalhamento transversal, 
tendo-se então a representação da viga de Timoshenko.
O trabalho apresenta resultados numéricos com a 
finalidade de determinar a precisão do modelo. Os resultados são 
comparados com soluçSes »de problemas clássicos de vigas 
contínuas, dados por Dym and Shames £063 e por Eshleman and 
Eubanks [053.
São usados os sistemas fixo F e o rotativo R de 
referência, e as equaçSes do movimento são determinadas através 
da formulação Lagrangeana.
A formulação e solução do sistema de equaçSes 
representativo deste modelo dinâmico ROTOR-DISCO-SUPORTE, 
apresentado por H. D. Nelson [083, é detalhada nesta dissertação 




O »odeio dinâmico ROTOR—DlSCO-SUPORTE aqui considerado 
é uma montagem de segmentos flexíveis de eixo de seçSo circular, 
de discos rígidos e de suportes flexíveis discretamente 
localizados ao longo da elástica do sistema.
“3
Figura 1 - Modelo dinâmico ROTOR—Dl SCO-SUPORTE.
Para a local izaçSo do vetor de estado em um ponto 
genérico da elástica, considerada, no estado deformado, como uma 
curva espacial, sSo utilizados os seguintes sistemas de 
referência:
a) Sistema global inercial F - é um sistema cartesiano com eixos
A ^ A
determinados pelos vetores unitários f » f , f , e1 2  3
«a»
coordenadas denotadas por u^ , i = 1... , 6, sendo o eixo f^ 
coincidente com o eixo indeformado do sistema ROTOR-DISCO- 
SUPORTE quando em repouso, desprezadas as açSes 
gravitacionais.
fcO Sistema global rotativo R - é um sistema cartesiano cujo 
centro é coincidente com o centro do sistema de referência F, 
e cujos eixos sSo determinados pelos vetores unitários r , 
r , r , sendo r coincidente com f e r . “r determinados2 3 1 i. 2 3
pela rotaçSo
6  » f Gddt,
Jo
onde 6> é a rotação orbital Cwhirl speed) em torno de r , 
relativamente ao sistema de referência inercial F. Denotam-se 
as coordenadas de um ponto genérico neste sistema por
Pt, i = 1,. . , 6.
c) Sistema local de referência L — seja o ponto P, centro de um 
segmento ds do rotor localizado sobre o eixo F* com o sistema 
em repouso. O vetor posiçSo do ponto P é
P = Cs. 0, 0Z>
3.-4.
Figura 2 - Sistemas de referência:
Sistema global inercial fixo F 
Sistema global rotativo R 
Sistema local L
Com o sistema em movimento, o ponto irá ocupar a
posição P . após sofrer deslocamentos lineares u , u , u e1 2  3
deslocamentos angulares u , u , u , relativos ao sistema F.
* 5 <S
K
O sistema local de referência tem para triedro em P ,
A  ^  A
as direçSes l , l , l , definidas a seguir:1 2  3
— I é um vetor unitário tangente á elástica no ponto 
P » definindo assim o plano normal à elástica neste ponto.
Se a equação da elástica referida ao sistema de 
referência F for
ECs.tD = u C s . O f  + u Cs . D f  + u C s . D f1 1 2 2 3 3
1 5
A
então o vetor i^ , èm direção e sentido, é dado por:
dECs, t2>
ds
= i  = i u  u  u  \  
1  ^1.» 2,® 3,sJ
onde
du Cs,tZ> du Cs.tD du Cs.tZ)1 2 3u = --------- u = --------  u ~l.o 2,a , a,a .ds ds ds
A
— I é um vetor unitário com origem em P e dirigido
Zépara o centro de curvatura da elástica em P .
A A
Assim l e l determinam o plano osculador da elástica 1 2
no ponto P , com na interseção deste com o plano normal. A 
direção e sentido de l são determinados por:
1 df
í ----- - --- i
2 k ds
onde k é a curvatura da elástica no ponto P dado pela relação
Í 2 , 2 2^  U + U + U !




- é um vetor unitário perpendicular ao plano
osculador tendo direção e sentido definidos por:
a  a
l = l x l
9 1 2
Ifi
A A  Z'
O triedro destrógiro I , 1 , 1  é extremamente útlJ.,1 2  3
uma vez que ele caracteriza instantaneamente a posi-ção da. seç2o 
transversal do rotor no espaço.
Figura 3 - Representação espacial 
cartesiano local L.
do sistema
O vetor de estado Cdeslocamento e rotação} do ponto P 
em relação ao sistema de referência L é:
V V V V V 
2 3 -4 S  6}
onde v , , vg são componentes do vetor deslocamento PP nas
A  / i  X
direçSes l , i  e l . e v .  v . v  são rotaçCes do ponto P1 2  3 . 4 5 «
nestas respecti vas di reçSes.
CAPITULO I I
EQUAÇÕES ENERGETICAS
2 .1 - GENERALIDADES
Neste capitulo serSo desenvolvidas as equaçSes 
energéticas do sistema dinâmico ROTOR-DISCO-SUPORTE, levando em 
consi deraçSo os efeitos de forças axiais, cisalhamento, e 
momento giroscópico.
Considera-se o rotor como um sistema contínuo 
unidimensional, do domínio fechado, O < s 5 L, onde s, a cada 
instante t, é a distância a um ponto qualquer do eixo que contém
o elemento, a partir da seção inicial esquerda.
Seja u^^ - = |uCs,t)J o vetor deslocamento de um ponto
genérico P da elástica, definido pela coordenada s no instante t. 
Por tanto
•^uCs.tD^- = ^u^Cs.t) u^Cs.tD u^Cs.t) u^Cs.tD u^Cs.tD u^Cs.tD^-
onde u. , i = 1, S, 3, sSo os deslocamentos lineares.
e u , i - 4., 5, 6, s2o os deslocamentos angulares, nas direçõesi
1 = 1, 2, 3, respectivamente, dos eixos do sistema fixo F.
2.2 - ENERGIA CINÉTICA DO ELEMENTO FINITO ROTOR To
O sistema dinâmico em consideração, tem a energia 
cinética expressa por
T^C tZ> = ---  J >  s , t2> } V  sZ) J-^úCs, tD^- ds, 2.1
onde mCs) é a massa-inércia em uma seção transversal localizada 
pela coordenada s e -júCs.t)^- é a derivada em relação ao tempo
do vetor deslocamento em um ponto s no instante t.
A fim de simplificar o trabalho de identificação e de 
introdução de hipóteses simplificativas, particiona-se o vetor 
deslocamento e suas derivadas da seguinte maneira:
2. 2i. " . . -
onde
r '»t r
2. 3W  ■ {u* u= u«}
sendo evidentemente o vetor deslocamento linear e W
o. vetor deslocamento angular.
Isto acarreta um particionamento conforaável, unívoco 
das diversas matrizes utilizadas na expressão 2.1, ou seja:
iim 12m
21m 22m
Com os vetores e matriz redefinidos pelo particiona- 








- ds 2. 4
esta expressão é geral, e válida para um eixo qualquer
prismático de seção variável, e material anisotrópico, 
isotrópico ou ortotrópico.
Para um eixo de material isotrópico, prismático de 
seção dual simétrica, selecionam-se os sistemas de referência
principais. Neste caso, a matriz massa-inércia é desacoplada, 
sendo nulas as submatrizes e
Com estas simplificaçSes, a equação 2.4 pode ser 
escrita da seguinte maneira:
T CtZ> ■lit M' M Wi = 1 ds = T CtZ> + T CtZ)et ar 2. S
onde T e T
et er
são as energias cinéticas devidas à translação e 
rotação do elemento, respectivamente.
No caso especial de eixos circulares, a matriz
reduz à forma diagonal, ao passo que a parte rotacional 22m
iim
da
matriz se torna complicada, devido á não colinearidade com o
2 0
sistema local de uma seçSo arbitrária.
Por outro lado, sendo a energia um invariante, pode—se 
determinar T C D  em qualquer sistema de coordenadas» escolhendo—€r
se aquele ou aqueles, em que a expressSo desses invariantes é 
i-medi ata.
Se U i  é o vetor deslocamento no sistema local L,
0
entSo a expressSo da parcela rotacional da energia é simples e 
completamente desacoplada, ou seja:
1
H
onde I é uma matriz diagonal cujos elementos sSo:
1 = 1  -- momento polar de inércia da massa do elemento por
11 pm r
unidade de comprimento;
I = I , — momento diametral de inércia da massa do elemento22 ed2m
por unidade de comprimento em relaçSo ao eixo 2;
I = I , - momento diametral de inércia da massa do elemento aa & dam
"por unidade de comprimento em relaçSo ao eixo 3.
Como a seçSo é circular I , = I , = I , a matriz
6o2ta od3m rfl
H






£  evidente que existe uma matriz que transforma componentes do 
vetor velocidade angular t o  do sistema local JL, para o vetor
21
velocidade angular no s*3t'ema fixo F.
Seja |jJ esta matriz
2. 7
a obtenção desta matriz pode ser vista na [023 parágrafo 7.8 
através das relaçSes entre os ângulos de Eulér e a velocidade 
angular ou através de rotaçSes sucessivas conforme [073. Em 




O cosu senu cosu■* 4 ;
O —senu senu senu* A Z
2. 8
Voltando à expressSo 2.5, substitui—se a relação 
{;•} - H  M .  obtendo-se a energia cinética rotacional em
função dos deslocamentos juj- do sistema fixo F.
1
y t )  = —  j ui ii í ui ^u > ds
denotando por H  ■ H  H  H
a energia cinética rotacional toma a seguinte forma 
simplificada:
Tw Ct) = --- | ^u |L I ^ } - d s  2.9
recorrendo a expressão 2.5, onde se substitui o obtido para a
energia cinética rotacional. Tem-se entSo, para a energia 
cinética total do elemento, a seguinte expressSo:
• t Í M H H -
Tendo em vista que o presente trabalho será. especifico 
para sistemas dinâmicos, compostos de elementos finitos rotor 
CeixoD , com seçSo transversal circular, permite-se adotar as 
seguintes hipóteses simplificativas, a serem observadas no 
decorrer deste trabalho:
1 - 0  ângulo u^ para sistema com velocidade constante, e 
negligenciando-se a deformaçSo torcional, serâ denotado por 
Ot, onde O representa a velocidade de giro da seçSo CSpin 
SpeedD;
2 - Para pequenas def ormaçESes, os ângulos CrotaçSesD u e u  são
£5 <S
aproximadamente colineares com os eixos 2 e 3 do sistema 
f i xo;
3 — 0 deslocamento u^ , medido na direçSo axial 1, é pequeno e 
será desprezado em comparação aos deslocamentos u e u : ou2 3
seja u = O.1
Em decorrência das hipóteses 1 , 2 e 3 pode-se
considerar










senu = u Ò ti
Depois de feitas as devidas simplificaçCSes na matriz JLJ, com 
as hipóteses simplificativas descritas, e considerando que 
u^ = O, tem-se, finalmente, para a energia cinética total do 
elemento finito rotor, a expressão:
T Ct) = T CtZ) + T Ct) =e c>t ' ds


















onde m é a massa por unidade de comprimento do elemento.
Considerando que = O, e para um melhor manuseio
desta equação, deve-se escrever:
T Ct) *
• -f £ ftí [‘.} H
f Jt ftf ['■.] ft)
--  O* I ds - O
2 Jo p7rt Jo
ds +
I ú u ds
pm 6 5
2. 12
d2 . 3  -  ENERGIA C IN É T IC A  DE UM D ISC O  RI G l DO D ISCRETO  T
Um disco ri-gido é um componente do sistema ROTOR- 
DI SCO-SUPORTE caracterizado por:
Mdi - massa discreta localizada em um ponto s do intervalo
O < s < L da elástica;
I . - momento de inércia polar da massa do disco M ; dp di.
I. — momento de inércia diametral da massa do disco M nas d dl
direçSes 2 e 3.
A formulaçSo da energia cinética do disco rígido 
discretamente localizado num ponto s da elástica, será 
determinada em funçSo do demonstrado no item 2.2 para o elemento 
finito rotor, porém considerando as características 
massa—inércia nâo mais distribuídas ao longo do elemento, e, 
sim, concentradas no ponto s já referido.
2 . 4  -  ENERGIA DE DEFORMAÇÃO DO ELEMENTO F IN IT O  ROTOR
Figura 4 — Deslocamento da seção transversal do 
elemento.
2.4.1 — Consideraç3es sobre a deformação.
Na figura 4, tem—se representada a seção transversal
de um elemento rotor, deslocado de sua posição indeformada P.
Seja D um ponto da seção transversal de coordenadas x2-
e xg em relação ao sistema local, que gira a uma velocidade 
angular própria O.
Os deslocamentos do centro geométrico P da seção 
transversal em relação ao sistema fixo são denotados por:
2 6
e í \= III tl II V
h  W
Estes mesmos deslocamentos em relação ao sistema local são:
L  V = (u u u ) ^ *J \ i* 2 *  3 * j
Incluindo-se os termos de segunda ordem, a deformação 
logitudinal do ponto D, é dada na [033 pela seguinte expressão:
Conforme descrito nas hipóteses simplificativas, o deslocamento 
u na direção axial é desprezado em comparação com u e u ;í* 2* 3*
isto é, u = O. Logo, a expressão anterior torna-se:1*
Para facilitar o manuseio desta equação, divide-se a mesma em 
duas partes, sendo uma linear sl e outra não linear £r)l» ou 
seja:
£ - d  + £7)1 2. IS
que representa a deformação longitudinal do ponto D da seção 
transversal.
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2.4.2 — Energia de deformação do elemento finito rotor devida à 
flexão Uf
A energia de deformação Uf_ é dada por:
a. dv 2. 16tv
sendo a tensão a = E £t
E £ dv
v
Substituindo-se a expressão obtida em 2.15 referente à 
deformação, tem-se:
- —  E J
2
u = —  E f
2 J v
C £l + dv
C£lZ + 2 £l £?yl + £r)lZ2 dv 2.17
Devido a simetria da seção transversal do elemento rotor em 
relação aos eixos 2 e 3 resulta que,
I. 2 £l crfl dv = O v
O 3° termo da equação 2.17 é de segunda ordem e será desprezado, 
ou seja:
l £f)l2 dv = O
2 8
Em decorrência destas simplificaçSes, a energia de deformação do 
elemento rotor devida à flexão é:
U = —  E {
2
.2 2d u  ^ d u
3 f  *  2 f  *
- x  ----------  -  X  ----------3 , 2 2 . 2ds d s
dv 2. 18
O índice f indica que o deslocamento é de flexão
--- E
2 Jv1 d2u






+ 2x x2 3
J2 ,2d u „ d u
st*  2 f *
ds2 ds2
dv
Integrando esta expressão em relação aos eixos 2 e 3 tem-se
U. = x
d2u
3 í  *
ds
ds dx dx2 3
+ í  L <
d2u
2 f  *
ds
ds dx dx 2 3
Ll
,2 2 d u d u^ 3f* 2 f* . . , 2x x ------  ------  ds dx dx
, , . 2 3  ,2 .2 2 3'o JA ds ds
2 . 10
sendo: -  f  *x dx dx *àz j 3 2 3
I - j x2 dx dx
6d3  j  2 2 3
2 9
- L X  X  d x  dx »23 1 . 2 3 2 3 'A
que sSo os momentos de inércia e o produto de inércia da seção, 
respectivamente.
Devido à. simetria da seção transversal do elemento,
I = I = I &d2 «da
I = O
«23
Substituindo-se na equação 2.19, obtém-se a equação 
representativa da energia de deformação de um elemento finito 
rotor, devida à flexão no sistema local L.
ur = EI ds
ou em forma matricial:
2 Jo b w ' J  l-u3í«"J
ds 2. 20
2.4.3 - Energia de deformação do elemento rotor devida à força
axial Uid
Caso o elemento rotor esteja sujeito a uma força axial 
F , existe uma contribuição para a energia de deformação deste
CL
elemento, dada pela expressão:
3 0




Como a força axial provoca uma tensSo igual a
a  = 
e
a expressSo 2.14 representa a deformação longitudinal logo,
substituindo-se na expressão geral da energia de deformação 
resulta:
C + joy)ID dv







ffSf ds dx dx 2 3
Integrando-se esta expressão, em relação aos eixos 2 e 3 e 
considerando a simetria da seção transversal do elemento tem—se:
1 rL fdu fdu“» - - '• £ bf] * hf ds
ou em forma matricial
ds 2 . 21
que representa a energia de deformação em um elemento fi-nito 
rotor, devida à existência de uma força F atuando axialmente
Ct
sobre o elemento.
2.4.4 — Energia de deformação devida ao cisaihamento
A inexistência de cargas transversais, aplicadas entre 
os extremos do elemento viga. nos permite considerar a 
distribuição de momento ao longo deste elemento com variação 
linear.
Portanto, o esforço cisalhante é constante ao longo da 
viga, produzindo uma deformação sob a forma de deslocamentos 
mútuos de seçSes transversais adjacentes ao longo do eixo.
Por outro lado, a tensão cisalhante ao longo do 
diâmetro normal na direção do vetor momento é variável, 
apresentando o máximo no centro do eixo e se anulando nos 
contornos.
Para contornar esta dificuldade, utiliza—se o fator K 
denominado fator de correção de cisaihamento, que é determinado 
usando a condição de que a tensão de cisalhamento é constante, 
quando agindo numa área As, deve fornecer a mesma energia de 
deformação cisalhante, devida à tensão de cisalhamento real 




Este fator de correção de cisalhamento é dado pelas 
equaçSes C32D e C33D de Cowper £153.
eci+io
K = ----- ---  para eixo cheio C322>
7+6i>
eCt>+15Cl+mZ5Z
K = ----------------------------- para eixo vazado C33D
C 7 + 6 iO C l+ m 2 :>2 + C 2 0 + 1 2 iO  m2
onde m é a relação entre os diâmetros interno e externo 
i> é o coeficiente de Poisson
Considera-se a viga no plano 12» com seu eixo 
coincidente com o eixo 1; os deslocamentos na direção 2, no 
sistema local L, devidos ao cisalhamento, são denotados por
u . ■
20«
Para qualqu&r seçSo, distante s do inicio da viga, a 
expressão do deslocamento angular é:
du _ T F
2cK 12 .
•------- = ---- = ---- 2. 22
ds KG KAG
onde u w ~ corresponde ao deslocamento do centro da seção 
transversal devido ao cisalhamento, na direção do 
eixo 2 do sistema local L.
Fr - é a tensão de cisalhamento média da seção = — r—
12
G - é o módulo de elasticidade transversal.
K - é um coeficiente numérico que deve ser multiplicado 
pela tensão de cisalhamento média, a fim de se obter 
a tensão de cisalhamento equivalente na seção 
transversal.
3 3
Y — é 2l deformação transversal no plano 12
A deformação transversal ^ é dada por:
du2e*y = — --- 2. 23
12 .ds
A energia de deformação devida ao cisalhamento do 
elemento rotor no plano 12 será dada por:
U = ---  { t y dv
C12 _ 1 12 * 122 Jv
u  - _ f
2 1
KG y  y  dv - , 'i2 'i2 Jv
u . J - t -
£ Jo
KAG Y Y ds 
*  12 *12
Substi tui ndo-se o valor de y ’ dado na equação 2.23 resulta 
U = ---  f" KAG fu •] fu .1 ds
C12 2 J0 l 2c* J l 2c* J
2. 24
De maneira análoga determina—se a energia de deformação no plano 
13:
= ~  t KAe K * ' ]  K » ) ds 2  25
Logo, somando as duas expressSes para a energia de 
deformação devida ao cisalhamento nos planos 12 e 13, resulta
3 4
r  £ KA6 íu^ - j  K * ] ds
ou em forma matricial
U = —  f  KAG íU- ' ) ‘ (“- • }
2 Jo ^U3cít‘-' V a e * '
ds 2. 26
2. 4. S — Energia de deformação total U
A energia de deformação total U é uma combinação das
equaçSes:
2.20 — devida a flexão U
2.21 - devida a atuação de uma força axial F , U
a fa
2.26 - devida a efeito ci salhante U
U = U + U, + U
t ta. e
U =
2 J oto fd2uEl ds ds +
ds +





1 rL fdU V
_  f  KAG --9- ^
2 Jo [ d s  j
d= 2 . 2"
3 5
Para determinação da energia de deformação no Sistema 
inercial fixo F, obtém-se na figura 4, as seguintes relaç£Ses 
-entre os deslocamentos no Sistema fixo F e no Sistema local L
{ü T cos Ot sen Otl fu 1
U9«J L-sen Ot cos OtJ (uj
Substituindo—se na equação 2.27 obtém-se:
U . - i - f  i f  f e c2 Jo [[  ds2
,2d u
2 tcosOt - -----  senOt
ds2
[d u d u M---^ —  senftt + ---^ —  eosOtj Jds +
. dsZ ds2 J J
du du '2
3 2—  cosOt - --- senílt
fdu du
— — senOt + — — eosOt I I ds +
ds ds ]]
du du ^2
— —  cosnt - --—  senfit
ds ds I
fdu 1 '2"
+ I— - senOt + --cosfit 1 I dsdU2c 1 1 --  cosfitj j
ds ds J J
2.28
Efetuando as devidas simpllficaçSes, obtém—se as seguintes 
expressSes para a energia de deformação do elemento:
ou, em forma matricial,
KA6 t 1 5 I I
ds S. 30£ C'l 03c 3c
onde, o primeiro termo representa a energia de deformação do 
elemento finito rotor devida à flexão; o segundo representa a 
energia de deformação devida à atuação de uma força áxial no 
elemento; e o terceiro termo representa a energia de deformação 
devida ao cisalhamento em função dos deslocamentos causados 
pelas respectivas açSes.
CAPITULO I I I
FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO
3.1 - INTRODUÇÃO
Modelagem usando Elementos Finitos
No caso de estudo do compor tamento de modelos 
estruturais, onde existem a complexidade da geometria e 
condiçSes de contorno não usuais, a análise pelos métodos exatos 
torna-se bastante complicada, requerendo-se neste caso, o uso de 
um método numérico para determinar o comportamento estático ou 
dinâmico do modelo.
Para estes casos o método dos elementos finitos é 
largamente usado e alguns aspectos serão apresentados a seguir.
Obtenção das EquaçSes
O método dos elementos finitos pode ser apresentado 
simplesmente em termos dos seguintes passos:
3 8
aD a estrutura é dividida em elementos de tamanho 
finito chamados elementos finitos, que são conectados em certos 
pontos, denominados pontos nodais ou nós, situados nos contornos 
dos elementos.
b5 • depois de fazer as hipóteses dos deslocamentos do 
elemento i, a energia cinética T. , a energia de deformação U. , e 
o trabalho das forças externas W^, sSo calculados para este 
elemento em função dos deslocamentos nodais.
c!> determinam-se então as energias e o trabalho total 
do modelo, como sendo o somatório do obtido para cada elemento. 
Sendo NE o número total de elementos, tem-se:





u - £  u
i =1 
NE
*, ‘ I *n
Í =1
dl> as equaçSes diferenciais do movimento de toda a 
estrutura são obtidas através da aplicação, sobre as equaçSes 






--- + --- = _ JL 3. i
due due due
obtendo—se então as equaçSes Lagrangeanas do movimento
HM • HM • MM ■ 8
3 9
onde H é o vetor dos deslocamentos nodais do elemento
H - . H -  H sSo, respectivamente, as matrizes massa, 
giroscópiça e rigidez.
8 é o vetor das forças generalizadas.
3. 2 - FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO
O elemento considerado é uma viga reta, flexível de 
seçSo tranvsersal constante, referida a um sistema intríseco 
principal, com o eixo Fi coincidente com o eixo de torção Ceixo 
neutro) do elemento, e os eixos F2 e F3 seguindo as direçSes 
principais de inércia das seçSes transversais.
Figura 5 — Representação típica do elemento finito 
rotor.
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O vetor deslocamento -juCs.tD^- em uma seção determinada 
pela coordenada s relativa à origem da viga é
{uCs.O } ■ Cs.tD u ^ s . O  u^Cs.tD u^Cs.tD^ 3.2
onde u e u  são deslocamentos nas direçSes dos eixos 2 e 3 e u2 3 5
e u^ são as rotaçSes em relação aos eixos 2 e 3 respectivamente.
Estas rotaçSes u e u ,  que são as rotaçSes da seçãos õ
transversal, são obtidas das translaçSes u e u  através das2 3
seguintes relaçSes:
u Cs.tD = — ---—
ds
du
u Cs.tD = — -—  3.4
ds
O índice f indica que o deslocamento é dévido à
flexão.
Então todas as coordenadas para descrever os 
deslocamentos dos pontos nodais de um elemento rotor são
{u e > = 4 u u u u u u u u l  3.5J  ^21 31 «51 tSí 22 32 *52 tízj
onde os índices finais indicam o respectivo nó do elemento, ou 
seja:
u é o deslocamento na direção do eixo 2 do nó 1 do 
21
el emento.
A translação de cada disco diferencial interno do
-4,1
«1 emento deve ser repassada para os deslocamentos dos pontos 
nodais, por meio das seguintes equaçSes matriciais:
fu Cs. t:>l ■NCsZ)'2
u C s , tD3* > MCs5_
■j^ ueC tZ>^j- 3. 6
onde NCsD e MCsD sâo as funçSes de interpolação. Estas funçSes 
de interpolação, em número de quatro para cada deslocamento u^ e 
ug, respectivamente, serão obtidas através do Método dos 
Deslocamentos Virtuais Unitários e considerando a Teoriza da 
Viga de Timoshenko.
As seguintes hipóteses são consideradas:
1. SeçSes planas e perpendiculares ao eixo neutro permanecerão 
planas, mas não necessariamente perpendiculares ao eixo 
neutro deformado.
2. O material é tal que o princípio da superposição é válido.
3. A deflexão transversal total u^Cs.tD, e u^Cs.tD em qualquer 
um dos planos principais é
u = u + u
2 21 20
u = u + u a 3 f Se
onde o índice f é devido ao momento fletor e c é devido à força 
cisalhante.
4. Não existe carga de qualquer espécie no vão da viga, sendo o 
carregamento aplicado exclusivamente em seus terminais.
5. O deslocamento cisalhante é constante ao longo da viga.
6. As seçSes são circulares.
4 2
3. 3 - ESTUDO DAS FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO NCN^ a N^D REFERENTES 
AOS DESLOCAMENTOS NO PLANO 12
As equaçSes diferenciais que regem o problema são:
EI u " = - MC s2> 3. 7a2f
KAGu ‘ = FCs) 3.7b2e
onde MCsD é o momento resultante da flexão e FCsD é a força de 
cisalhamento resultante, em uma seção transversal distante de s 
da origem do elemento, atuando em um dos planos principais, e 
proveniente de esforços resistentes que atuam nos terminais do 
membro. KA representa a área efetiva de cisalhamento da seção 
transversal .
A seguir serão determinadas as funçSes de interpolação 
provenientes de flexSes estáticas de um elemento viga, conforme 
referência [083.
Para determinação destas funçSes considere-se a viga 
sujeita aos esforços terminais, provocados por um deslocamento 
virtual unitário, aplicado no término do membro, com restrição 
dos outros deslocamentos, a menos dos devido ao cisalhamento, 
que é tomado constante ao longo da viga.
3.3.1 - Função de Interpolação N^
Para determinação desta primeira função de 
interpolação, considere-se a viga sujeita aos esforços
terminais, provocados por um deslocamento virtual unitário 
u COD = 1, aplicado no inicio do membro com restrição dos outros 
deslocamentos, a menos dos devidos ao cisalhamento,que é tomado 
constante ao longo da viga.
2 4
deslocamento virtual unitário u CCD = 1.
2
Estando a viga em equilíbrio, os esforços decorrentes 
deste deslocamento unitário são mostrados na figura 6, onde M é
o momento atuante no plano 3 na seção origem e F é o esforço 
cisalhante na direção 2 da mesma seção.
Os esforços na seção transversal determinada por s
são:
MC s5 = —Fs + M 3. 8a
FCsZ> = -F 3. 8b
4 4
então substituindo as equaçSes 3.8 nas equaçSes 3.7 obtém-se
EIu ''CsD = Fs - M 2f 3. 9a
KAGu 1 Cs) = -F
zc 3. 9b
integrando estas relaçSes 3.9, ao longo de s resulta
Fs
EIu * Cs) = --- -Ms + C
21 . í 3. lOa
Fs9 Ms2
EIu Cs) = 2f e
+ sC + C 1 2 3. lOb
KAGu Cs) = -Fs + C
2c 3
3. iOc
Pelo princípio da superposição Cbipóteses 2 e 3) , a 
configuração do deslocamento total é:
u Cs) = u Cs) + u Cs)
2 2f 2c
Substituindo as equaçSes 3.10 a e c obtém-se:
Fs3 Ms2
EIu Cs) = 
2 6
FEI
C - i KA G






EIu *Cs) = 
2




ou seja, a configuração de deflexão total pode ser considerada 
como a soma da configuração de deflexão devida à. flexão, mais a
4 5
configuração de flexão devida â deformação cisalhante, como 
indicado na figura 7.
A inclinação na origem da configuração de deslocamento 
transversal devida à flexão pura é nula; entretanto, a 
inclinação total na origem devida à. flexão e ao cisalhamento 
C desl ocamento transversal totalD <é dada por:
u *CCO = u /CCD 2 2f
como u ‘ C CD = O ezt
u *CCO = u ’CCD
2 2c
Estando o términó da viga engastado, todas as componentes do 
vetor deslocamento são nulas, exceto a inclinação da 
configuração de deslocamento devida ao cisalhamento, que sendo 
constante permanecerá com o valor
F
Com base nas considerações anteriores pode—se deduzir 
as seguintes condições de contorno:
Em s - O
u COD = 1 
2









Em s = L u C D  = u ,CL) = u C D  = O 3.12c
2 2f 2c
u  ’ C LZ> = u  * C LD = -----  3. 1 2d
2 2c KAG
As condições de contorno, equações 3.12, serão 
aplicadas nas equações 3.10 e 3.11 para determinar todas as 
configurações de deslocamento ao longo da viga, em função da 
distância s medida a partir da origem do elemento.
Para determinação do valor de Cg, aplica-se a condição de 
contorno 3.12c na equação 3. lOc obtendo-se:
s = L u CL> = Oac
FL C
O = — ----  + — — o que implica C = F L
KAG KAG 3
Aplicando a condição de contorno 3.12b na equação 3.11b obtém-se
a constante C :
i
s = O u *CCO = u *CCD =
2 2c KAG
FEI FEI
= - C — --- o que implica em C = O
iKAG KAG
Aplicando a condição de contorno 3.12d na equação 3. 11b obtém—se 
a seguinte relação entre F e M:










Aplicando a condição de contorno 3.12c ne equação 3.11a obtém-se
a constante C : 
2
= L u CLO = O 
2
FL' ML a 2FL ML
O = + C C =
Substituindo-se os valores obtidos para C , C , C e M naí 2 a
equação 3.12a, tem-se para o deslocamento transversal total a 
seguinte equação:
Fs' FLs FL' 
----  + --
EI
C-Fs + FLD




Para determinar-se o valor de F, nesta equação usa-se a condição 
3.12a, referente ao deslocamento virtual unitário:
s = O u CCO = 1 
2
FL' FL FL'
1 = ou 1 =
12 EI KAG 12 EI
12 EI
l 2k a g
12 EI
o valor de — :---  que aparece nesta fórmula é o efeito de
l 2k a g
cisalhamento transversal e é denotado por
[ 12 EI’





1 2  E I
F = -------  3. 14
Depois de obtidas as constantes de integração e os
valores de F e M através do método dos deslocamentos virtuais
unitários, substituem-se os valores nas equações dos
deslocamentos, representando finalmente os deslocamentos u Cs),
2
u *Cs5, u Cs5 em função da distância s do início do elemento;
2f 2c * ■
S
considerando y = --- tem-se:
u Cs5 = — -—  f-y+ll 3. ISa
20 Cl +05 J
u *Cs5.= -----  |----- i 3.15b
20 ".■+05
r ^
u tCs5 = -----  |2y3 - 3y2 + l] 3.15c
2‘ Cl+05 J
u *Cs5 = -------  fsy2 - 6y] 3. 15d
Cl+05 L J
1
u Cs5 = -----  Í2y3 - 3y2 + 1 + 0 f-y + ll] 3.15e
Cl+05 l JJ
u * Cs5 
2 Cl+05 L
£ôy2 - 6y - 0j 3. 15f
Todas estas equações satisfazem as condições tíe contorno 
indicadas.
U2(0) = UC(0)=^ - 
KAG
CONFIGURACAQ DE DEFLEXÃO TOTAL
CONFIGURAÇÃO DE DEFLEXÃO DE FLEXÃO
CONFIGURAÇÃO DE DEFLEXÃO DEVIDO DEFORMAÇÃO CIZALHANTE
U2(L) = 0 
L»2f(L)=0 
UzC(L);0 
1 U2(L)= U2C(L) = *F 
u2fíÜ=0 KAG
Figura 7 - Gráfico das curvas u CsD, u CsZ> e u CsD2 2f 2e
para um deslocamento virtual unitário
u CCO =1.
2
3.3.2 — Função de Interpolação N
Para a determinação desta segunda função de 
interpolação, serão feitas consideraçSes semelhantes às 
efetuadas para a função de interpolação N^ , ou seja, os esforços 
terminais são agora provocados por um deslocamento virtual 
unitário de rotação da seção transversal u^'C05 = 1, aplicado 
no início do membro com restrição dos outros deslocamentos, a 
menos dos devidos ao cisalhamento, que é tomado constante ao 
longo da viga.
5 0
Figura 8 — Representação dos esforços decorrentes do 
deslocamento virtual unitário de rotação
u  'C O )  = 1 .
2f
Com a viga em equilíbrio, os esforços decorrentes 
deste deslocamento unitário estão mostrados na figura 8, onde M 
é o momento atuante no plano 3 na seção origem e F é o esforço 
cisalhante na direção 2 da mesma seção.
Os esforços em uma seção determinada por s são:
MC s) = -Fs + M 3.16a
FCs) = -F 3.16b
Substituindo-se as equaçSes 3.16 nas equaçSes 3.7 obtém-se:
51
EIu "Cs) = Fs - M 3.17a2f
KAGu ’Cs) = -F 3.17b20
A Integração destas equaçSes ao longo de s resulta em:
Fs2
EIu ’Cs) = --- - Ms + C 3.18azi ^ 1
Fs® Ms2
EI u Cs) = ----------+ sC + C 3.18b2f 6 2 1 2
KAGu Cs) = -Fs + C 3.18c2 O 3
Conforme descrito para a função N , aplica-se a hipótese do 
principio da superposição dos efeitos. Determinando-se a 
configuração de deflexão total, como a soma da configuração de 
deflexão devida à flexão, com a configuração de deflexão devida 
ao cisalhamento. Conforme pode-se observar na figura 8, tem-se:
u Cs) = u Cs) + u Cs) 
2 2 f 2c
Fs3 Ms2 FEI EIC
EIu Cs) = ----------+ j C ------ js + C + --- - 3. 19a
2 6 2 V 4 KAGJ 2 KAG
Fs2 FEI
EIu ’Cs) = ----- Ms + C - ----  3.19b
2 2 4 KAG
Na origem a configuração de deslocamento total, a soma 
da configuração de flexão com cisalhamento é nula:
5 2
u CO) = 0  e u CO) = -u CO)
2 2f 2C
e a inclinação Lotai será a soma da inclinação devida á 
configuração de flexão, dada pelo deslocamento virtual unitário 
de rotação u^^CO) = 1, acrescida da inclinação devida ao 
cisalhamento, que é constante e dado por:
u * CO) = u *031)= — --- logo2e 2c
KAG
u ’CO) = u /CO) + u ’CO) = 1
2 2Í 2c KAG
Com o término da viga engastado, todas as componentes do vetor 
deslocamento são nulas, exceto a configuração de deslocamento 
devida ao cisalhamento, que é constante ao longo da viga.
Tendo em vista as considerações anteriores deduzem-se 
as seguintes condições de contorno:
Em s = O
u CO) = O 3. 20a
2
uzf*COD = 1 3. 20b
u ’CO} = -----  3.20c
KAG
Em s = L
u C D  = u CL) = u CL3 = O 3. 20d
2 2f 2c
u * CL) = u ’CL) = -----  3. 20e
2 20 KAG
5 3
Estas condiçSes de contorno ser3o aplicadas nas
equaçCes 3.18 e 3.19, determinando todas as configuraçSes de
deslocamento ao longo da viga, em funç3o da distância s medida a
partir da origem.
Considerando a condiç3o de contorno 3.20d na equaç3o
3.18c obtém-se a constante C :3
s = L  u CL) = O
2o
FL C
O = — ----  + — — o que implica C — FL
KAG KAG a
Considerando a condição de contorno 3. 20a na equação
3.19a obtém-se a constante C :
2
s = O u CO) = O
2




Considerando a condição de contorno 3. 20e na equação
3.19b obtém-se a constante C :
s = L  u ’CL) = u *CL) = —
2 2c
FL2
C = ----- + MLí _
KAG
Considerando a condição de contorno 3.2Gd na equação 
3.19a obtém-se uma relaç3o entre F e M:
5 4
s = L  u CL) = O
2
1
M = --- FLC4 + <£)
6
Substituindo os valores de C , C , C e F na equação1 2  3
3.19b tem-se, para a configuração de inclinação de flexão, a 
seguinte expressão:
f l 2
eiu^csZ) = —  [[3y2 " 4y + *] + ^ (-y + ijj 3 21
Para determinar o valor de F, usa—se a condição do 
deslocamento virtual unitário no início do membro, que 
corresponde á condição de contorno 3.20b:
S = 0 u *C0) = 12f
6 EI
F = -------  3.22
L2Cl+0)
Então, após obtidos os valores das constantes de
integração, e também os valores de F e M referidos ao
deslocamento virtual unitário de rotação u *CO) = 1  no início21
do membro, conforme pode-se ver na figura 8, substituem-se estes 
valores nas equaçÊSes 3.18 e 3.19 obtendo desta maneira as 
equaçSes dos deslocamentos em função da distância s do início do 
el emento:
4> f-y
u Cs) = -----  L I---+ ---- 1 3.23a




2c Cl +<*>) K l
u .Cs) 2f [(yS ■ 2y* + y) + * (ir ■*y ' - r ] ]
u * Cs) = 2 f Cl+<£) 
L
[f ) ♦ * [ s  * »)]
u Cs) = 
2 Cl+0)
1
|Jya -  £y2 + yj + 4> |- y y —  +
u ’Cs) = 
2 Cl+<£)
-)]
3y^ - 4y + 1j + y + ~"~jj





Todas estas equaçSes satisfazem as condi çSes de contorno 
indicadas.
KAG
Figura 9 — Gráfico das curvas u Cs), u Cs) e u Cs)Z zí 2c
para um deslocamento unitário de
u *CO) = 1. zt
5 6
3.3.3 - Função de Interpolação
Para determinação desta terceira função de
interpolação, serão feitas consideraçSes idênticas ás efetuadas
para as funçSes de interpolação N^ , entretanto, nesta função
será dado um deslocamento virtual unitário no término do membro
u CLD = 1, com restrição dos outros deslocamentos, a menos dos 
2
devidos ao cisalhamento, que é tomado constante ao longo da 
viga.
Figura IO - Representação dos esforços decorrentes do
deslocamento virtual unitário u C D  =1.
2
Com a viga em equilíbrio, os esforços decorrentes 
deste deslocamento unitário estão mostrados na figura 10, os 
esforços M e F são os mesmos já descritos para as funçSes de 
interpolação e N^ .
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Em uma seção transversal determinada por s os esforços
são:
MC s) = -FL + Fs + M 3.24a
FCs) - F 3. 24b
Substituindo as funçBes 3.24 nas equaçSes 3.7 tem-se:
EIu "Cs} = FL - Fs - M 3.25a
2f
KAGu ’Cs) = F 3.25b
2C
A integração das equaçSes 3.25 ao longo de s resulta:
Fs2
EIu /Cs) = CFL - M ) s ----- + C 3.26a2f
2 „ 3s Fs
EIu Cs) = CFL - M ) ----------+ sC + C 3.26b
2f £ 6
KAGu Cs} = Fs + C 3. 26c
Zc 3
Tendo em vista as observaçSes feitas na determinação 
de sobre o princípio da superposição pode-se escrever:
u Cs) = u Cs) + u Cs)
2 2 f 2C
S2 Fs3 f FEI1
EIu Cs) = CFL - M ) ----------+ C +
2 ~ i6 I KAG
EI C




EIu *Cs5 = CFL - M 5 s ----- + C + ----  3.27b
2 2 1 KAG
As condiçSes de contorno decorrentes, da configuração 
de deslocamento imposta u^CLD = 1, com restrição dos outros 
deslocamentos, a menos dos devidos ao cisalhamento, que é 
constante ao longo da viga, são:
em s = O C engastamentoD
u CCO = u COZ) = u C05 = O 3.28a
2 Zi 2c
u ’ COD = u • = ---  3.28b
2 20 KAG
em s = L Cdeslocamento virtualD
u CL5 = 1 3.28c
2
u * CL5 = ---  3. 28d2e
KAG
Aplicando a condição de contorno 3.28a na equação
3. 26c. determina-se C :s
s = o u eó> = o .-. c = o
2c 3
Aplicando a condição de contorno 3.28b na equação
3.27b obtém—se C :t
5 9
s = O u ’CO) = u ’COD = ---
2 2e KAG
FEI FEI
--- = O + C + --- C = Oí ^ iKAG KAG
Aplicando a condição de contorno 3.28a na equação
3.27a obtém—se C :
2
s = O u COD = O .-. C = O
2 2
Aplicando a condição de contorno 3.28d na equação
3.27b determina-se a relação entre F e M:
s = L u ‘CL} = u *CLD
2 2c KAG
F FL2 FL2 FEI FL
EI--- = CFL - h D L ----- + -----  + ----  .-. M =
KAG 2 KAG KAG
Considerando-se os valores obtidos para C , C , C e a 
relação entre,, F e M, substituem-se na equação 3.27a obtendo 
assim a configuração do deslocamento total, ou seja:
FL3
EIu Cs2> = --- j3y2 - 2y3 + 0y] 3.29
2 12 J
Aplicando então, a condição de contorno do
deslocamento virtual imposta no término do membro, u CLD = 1,
2
determina-se o valor de F na equação 3.29:
6 0
s = L u C D  = 1
2
12 EI
F = — ------ 3.30
L Cl +0)
De posse destes valores e das equaçSes 3.26 e 3.27, 
obtém—se as equaçSes dos deslocamentos ao longo da viga, em 
função da distância s medida a partir do início do elemento:
. «  Ü -  f - L ]
Cl+0) t  L  J
u2e Cs) = ----- | --1 3.31b
u Cs) =. ---:-- ÍSy2 - 2y3] 3.31c
Cl+0) J
1 1
u,/Cs) = ----------6y - 6y2] 3. 31d
Cl+0) L L J
uzCs) = -----  [[3yZ ~ 2y3} + ^y] 3. 31e
+0)
1 1 r r 'x i
U * Cs) = ----- --- ( |6y - 6y2] + 0 !  3. 31 f
Cl+0) L Ll. J J
Todas as equaçCes 3.31 satisfazem as condiçSes de 
contorno indicadas em 3.28.
Figura 11 - Gráfico das curvas u Cs5, u CsD e u CsD
2 2 f 2 e
para um deslocamento virtual unitário
u CLD = 1. 
2
3.3.4. - Função de Interpolação N
Na obtenção desta quarta função de interpolação as 
consideraçBes adotadas serão as mesmas da função N^, entretanto 
nesta função, será dado um deslocamento virtual unitário de 
rotação no término do membro u ^ C L D  = 1, com restrição dos 
outros deslocamentos, a menos dos devido ao cisalhamento, que é 
tomado constante ao longo da viga.
6 2
Figura 12 - Representação dos esforços decorrentes do
deslocamento virtual unitário de rotação
u  ,*CLZ> = 1 .  zt
Estando a viga em equilíbrio, os esforços decorrentes 
deste deslocamento unitário estão mostrados na figura 12, onde 
os esforços M e F são os Já descritos na obtenção das funçSes de 
interpolação anteriores.
Considerando-se uma seção transversal distante s da 
origem, os esforços são:
MC sD = -FS - M + FL 3.32a
FCs2> = -F 3. 32b
Substituindo-se as funçSes 3.32 nas equaçSes 3.7
tem-se:
6 3
EIu ’•CsD = Fs - FL + M 3.33a2 f
KAGu ’CsD = -F 3.33b
2c
A integração destas equações ao longo de s nos mostra:
Fs2
EIu /CsD = --- + C-FL + MDs + C 3.34a?.{ _ i
„ 3 2Fs s
EIu CsD = --- + C-FL + MD ---  + sC + C 3.34b
2f 6 2 ‘  2
KAGu Cs3 = -Fs + C 3. 34c2c a
Considerando as mesmas observações feitas na 
determinação da função de interpolação sobre o princípio da 
superposição pode-se escrever:
u CsD = u CsD + u CsD, portanto
2 2f 2c r
„ 3 2Fs s





s + C + ---—  3. 3Sa
KAG
Fs FEI
EIu ’CsD = ---  + C-FL + MDs + C - ---  3.35b
2 2 4 KAG
As condições de contorno, decorrentes da configuração 
de deslocamento imposta, u2f*CLD = 1 , e considerando os outros 
deslocamentos restringidos, a menos do devido ao cisalhamento, 
tomado constante ao longo da viga, são:
6 4
em s = O C engasiamentoD
u CCO = u CO) = u CO)2 ac- 2f
u * CO) = u ’CO) =
2 2c KAG
em s = L Cdeslocamento virtual)
u CL) = O 
2
u *CL) = 1 
2





Determinadas estas condiçSes de 
substituem-se nas equaçíSes dos deslocamentos para 
constantes C , C . C e os valores de F e M.1 2 3
Aplicando-se a condição de contorno 3.36a
3.34c, obtém-se C :a
s = O u CO) = O
2c










Aplicando-se a condição de contorno 3. 36a na equação
3.35a, obtém—se C :
2
6 5
s = O u CO) = O
2
c = O 
2
Aplicando-se a condição de contorno 3.36c na equaçSo 
3.35a, obtém-se a constante C :
s = O u C ü  = O
2
1 ML FEI
C = --- FL2 ---- + ----i 3 2 KAG
Aplicando a condição de contorno 3.36b na equação 
3.35b obtém-se a relação entre F e M:
s = O u 'CO) = u ’Cs) = -
2 2C KAG
1
M =• --- FLC4 + 0)
6
Considerando os valores obtidos para C , C , C . F e1 2  3
M, e a equação 3.34a, tem-se então a representação da inclinação 
de flexão através da seguinte equação:
FL2
EIuzf’Cs) = --- |j3y2 - 2y + y^J 3.37
Para determinação do valor de F usar-se-á a condição 
de contorno 3.36e, correspondente ao deslocamento virtual 
unitário no final do membro, na equação 3.35b:
6 6
s = L u * C LZ> 21
F =
6  E I
L Cl+05
3 . 3 8
Então, depois de determinadas as constantes de 
integração e os valores de F e M, todos referidos ao 
deslocamento virtual unitário de rotação u ^ C L D  = 1, no final 
do membro, conforme pode—se ver na figura 13, substituem—se 
estes valores nas equações 3.34 e 3.35, obtendo-se desta maneira 
as equações dos deslocamentos em função da distância s do início 
do elemento:
4>





u ,Cs5 = zl Cl+05
r 113 2 ty _ y + --
l 2
3. 39c
u ‘Cs5 = 2f • Cl+05
|3y2 - 2y + 0 yj 3. 39d
u C s5 = 
2 Cl+05
3 2y _ y
4>
Cl+05





Todas as equações 3.39 satisfazem as condições de 
contorno 3. 36.
6 7
Fiqura 13 - Gráfico das curvas u Cs), u .Cs) e u Cs)
2 2f 2c
para um deslocamento virtual unitário
u *CL) = 1.21
3.4 - ESTUDO DAS FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO MCM a M )  REFERENTES 
AOS DESLOCAMENTOS NO PLANO 13
Como as hipóteses são as mesmas adotadas na 
determinação das funçSes de interpolação N, e tem-se somente uma 




u = 9 t
ds
seguem-se os mesmos passos adotados na determinação das funçBes 
N, deduzindo-se as seguintes equaçSes representativas dos 
deslocamentos no plano 13.
FunçSes de interpolação devidas a um deslocamento 
virtual unitário u^CO) = 1 aplicado no início do membro:
u Cs) = ac
‘  —  i1 - y)Cl+0) J 40a
<t>




u Cs) = ---=_ fsy3 - 3y2 + l]
3f C l+ 0 )  L J
3. 40c
1 1
u *Cs) = at ---------Í6y2 - 6ylCi+0) L L J
3. 40d
u Cs) = s Cl+0)
2y3 - 3y2 + 1 + 0 Jl - yjj 3. 40e
1 1
u ’Cs)3 Cl+0) L
Jôy2 - 6y - 3. 40f
FunçSes de interpolação devidas a um deslocamento
virtual unitário de rotação transversal u ’CO) = 1 aplicadoat
no início do membro:
u Cs) =Se Cl+0) 2
á. 41 a
6 9
u * C s) =
3c ci+<p (-T 3 . 4 1 b
1 I 3 2 í yu .Cs) = -----  jy — 2y + y + <j>a t Cl+<£) [-
+ y v]]
3. 41c
u ,'Cs) =3f —  [*C1 +<£) L
3y - 4y + 1 * (l - y}] 3. 41 d
u Cs) =3 Cl +<£) 
1
3 2y — 2y + y +
u 'Cs) =3 Cl+<£)
- [- - ’•)]
3yZ — 4y + 1 + <$> £-y + ---jjj
3. 41 e
3. 41 f
FunçSes de interpolação devidas a um deslocamento
virtual unitário no término do membro u CL) =1:
4>
u C s) =
3c Cl+<£)
3. 42a





u C s) = st -----  Í3y2 - 2y3]C1 +<*) V J
3. 42c
1 1
u ’Cs)3f C1 +<£) L
(ey - 6y2J 3. 42d




u ’Cs) =3 6y - 6y + >p\C1 +<£) L
3. 42f
Funções de interpolação M obtidas a partir de um 
deslocamento virtual unitário de rotação no término do membro 
u /Cs) =1:
9f
u Cs) = 
3c









( / - <£y2J 3. 43c
u /Cs) =
3Í Cl+0)
3y - 2y + <fiy \ 3. 43d
1 .




u 'Cs) =3 Cl+0)
3y — 2y + <pIr - 4-)] 3. 43f
3.5 - MONTAGEM EM FORMA MATRI Cl AL DOS DESLOCAMENTOS NOS PLANOS
12 E 13.
Após obtidas as expressões para os deslocamentos u Cs)
2
e u^Cs) nas direções 2 e 3, respectivamente, ao longo do 
elemento faz-se a montagem em forma matricial, de acordo corn as 
equações 3- 5 e 3. 6.
71
fu  C s , D l >4CsD‘2
1
u  C s ,L D MCsD9
V  J
ju e C  tD^j-
obtendo-se para os deslocamentos as seguintes expressSes:
- Deslocamentos devidos ao cisalhamento






1 -  y ,  o. o,
O, 1 - y, —
L L
-- Cl-yD, y, O. O. — ---- y
2 2 
L L 
-- Cl-yD, O, O, y, ---- y, O
|ueCtZ>|
- Deslocamentos devidos flexão
u  ,C s , tD  
2 f
u Cs.tD3f C1+0D
2y3 - 3y2 +1, O. O, L |y3 - 2y2 + y +
0, 2y2 - 3y2 +1. -L £ 9 - 2 y “ 2y + y
+ y ~ 4-)], O. O. 3y2 - 2yS
>, l £ 3 2 1 , 2-,|y -y + ___ 0y J





— Deslocamentos totais, somatório dos deslocamentos 
devidos k flexão e deslocamento devido ao cisaihamento.
u Cs, t5*2 1
u C s , 12>9 Cl+<£>
2y 3y2 + 1 + 4>^ ~ y + lj. O, O, L |y3- 2y3 + Y 
£-y + ij.-J-Jy9-O, 2y3- 3y2 + 1  + <£j 1 2y + y -
3 2y  -  y +£-yz + yjJ * 3yz- sy3+ 4>y. o, o, l£
|"_yz + yjj , o, O, 3y2- Sy3+ 0y, -L jy3 - y2 -
4> (»•- » D  
«-(>■ -)]•
•jueC ti) 3. 46
CAPITULO IV
EQUAÇÕES DE MOVIMENTO DO ELEMENTO
Neste capítulo determinar-se-á o sistema géral de 
equações do movimento para um elemento finito rotor, cuja 
representação matricial é:










vetor deslocamento dos nós
4. 1
Para determinação destas matrizes, consideram-se as 
equações energéticas obtidas no capítulo II, e se introduzem os
deslocamentos obtidos no capítulo III, deslocamentos estes 
expressos relativamente em termos das funçSes de interpolação e 
deslocamentos nodais.
Após estas substituiçSes fazem-se as integraçSes 
indicadas ao longo do elemento de comprimento L.
Finalmente aplica-se a fórmula de Lagrange, equação
3. 1.
d f dT*| _ dT + _dU _ dWf 
dt Jdúej due due due
obtendo-se então os elementos das matrizes M, G, K, Q, que são
M M A' M
M M M
introduzidas na equação 4.1.
4.1 - EQUAÇÃO DO MOVIMENTO DEVIDA A ENERGIA CINÉTICA DO DISCO 
RÍGIDO.
A energia cinética devida ao disco rígido é dada pela 
equação 2.13, onde, retendo somente os termos de segunda ordem e 
considerando a velocidade u = O CconstanteZ), tem-se, para esta 
energia:
I -Cl 6. u + -Í- I íú* + Ú21 4.2
dp 0 5 c. d 5 tíj
Substituindo a expressão 3.6, representativa dos deslocamentos 
ao longo do elemento, dados em termos das funçSes de
Mdi
7 5
interpolação e deslocamentos nodais, tem-se:
Td = Md.|úeCt)| [NCs:>] [NCs:i] |úeCt)| +
+ Mdi^ úeCt)| |m _ÇsZ>jj [MCs:>] ^ eCt:)| +
* 4 - . . { — }' [- í q '  [- { - > }






ds -jueC 4. 3
Como este disco discreto estará localizado sobre o nó 1 ou 2 do 
elemento finito rotor, pode-se automaticamente determinar a 
energia cinética considerando dois casos distintos: disco no nó
1 e disco r-o nó 2.
- Caso 1 s = O Cdisco sobre nó 1); substituindo nas funçSes
de interpolação obtém-se os seguintes valores:
jNccoj = j i o o o o o o o j  
jwccoj = j o i o o o o o o j
j  = | o  O 1 o o o o ojdMCCPds
dNCO) 
ds [o o O 1 o o o °]
7 6
Substi tuem-se estes valores na expressão 4.3 e 
aplica-se Lagrange, equação 3.1, obtendo-se a seguinte equação 
Lagrangeana do movimento, devida a um disco rígido localizado 
sobre o nó 1 do elemento finito rotor:
= M ü  + M J. ü + I ü  + I , ü - O I ,  ü + O I ú
di 21 di 31 d 51 d oi r-* 'ir.dp 51
ou em forma matricial






























Caso 2 s = L Cdisco sobre o nó 2); após substituição nas
funçCes de interpolação obtém-se os seguintes 
valores:
JncldJ = J o o o o i o o o J
jMCLZjj = J O O O O O I O O J
7 7
dMCL)
ds = j o o o o o o i  oj
ídNCLD
I ds [o o O O O O O 1]
Considerando estes valores na expressão 4.3, e aplicando a 
fórmula de Lagrange, tem—se a seguinte equação de movimento para
o disco rígido localizado sobre o nó 2 do elemento finito rotor:
= M ü + M , ü + I , ü  + 1 , 0  - O I ú + O I, ù
di 22 dl 32 d 52 d <52 dp 52 dp <52
Colocando esta expressão em forma matricial tem-se:
( K J ♦ K J ]  H  - » K J H
4. 5











































. - - >
4 . 2  -  EQUAÇÃO DO MOVIMENTO DEVIDO Ä  ENERGIA C IN É T IC A  DO ELEMENTO
F IN IT O  ROTOR
A energia cinética do elemento finito rotor é dada 
pela equação 2. 12:
Substitui-se nesta expressão a equação 3.6, que representa os 
deslocamentos ao longo do elemento, dados em termos dos 
deslocamentos nodais e funçSes de interpolação, obtendo-se a 
seguinte expressão:
7 9




ds ■jueCt)^ j- ds
4. 6
Denotando por:
K J = £  H í  M ds





3 ) 'dN Cs)'
f pL [dN Cs)




correspondem às matrizes massa do
onde
|M 1 e |M 1l j &12J
elemento finito rotor, devidas às transiaçSes nos planos 12 e 13
respectivamente;
[M e M 1 correspondem às matrizes massa devidas*rí} l *rzj
às rotaçSes nos planos 12 e 13 respectivamente; e,
[ G J é a matriz giroscópica,*ij
e substituindo ná equação 4.6, obtém-se para a energia cinética 
do elemento finito rotor a seguinte expressão:
8 0
T „  = 4 -  { ' S e c t 5 } '  K „ ]  { “ e c o } +
4 - j u ^ o } '  [mm J  [ ú e C o }  +
[ mJ  { ú r f o }  +
4 -  { — } > . , ]  -  
"  { “ ^ ^ }  *  - 4 -  ° 2 v » L 4. 8
Aplicando Lagrange Cequação 3.1>, na expressão da 







= Kt.] {üect3} + K J  {Uec° } + 
[ « „ , , ]  f ' ^ 5 }  *  [ » „ * ]  { ü * “ 3 }  -
Cl J g J  |ueCt)| -*• D | e j  |úeCt)|
M v +oti K . J  j ^ 0 } ♦ K „ ] + [ v l  {a«**-5}
- a KJ' - [•_] {— }
[M.J {“eCt-3} + [ivjfueCo} - O [sj { i c u }  4.9
81
onde
KJ= KJ+ KJ 
KJ - KJ+ KJ 
K] ■ KL - KJ
que é a equação Lagrangeana do movimento, devida à energia 
cinética, para o elemento finito rotor.
Após integração das equaçSes 4. 9, obtém-se as 
seguintes matrizes para o elemento finito rotor, que estão 
listadas no apêndice B.
1> Matrizes massa devidas à translação
KJ - KL+ * KJ,+ Kl 4. IO
25 Matrizes massa devidas à rotação
KJ ■ KL+ * KJ,+ Kl 4. 11
3) Matrizes giroscópica ou de Coriolis devidas ao efeito 
giroscópico
Kl - KL +r KL+ *2 KL
4 . 3  -  EQUAÇÃO DO MOVIMENTO DEVIDA À FLEXÃO DO ELEMENTO F IN IT O
ROTOR
A energia de deformação devida à. flexão do elemento 
finito rotor, é dada na equação 2.29 por
ds
Considerando a equação 3.6 e a hipótese terceira 







onde u Cs) e u Cs) correspondem aos deslocamentos devidos á.21 3 f r
flexão nos planos 12 e 13 respecti vãmente, e jNfCs)J e jMfCs)J 
são as »«atrizes das funçSes de i nterpolação devidas à flexão
S.
nestes planos, apresentadas no capítulo III.
Subs;ti tuindo na equação da energia da deformação U
tem-se:
U EI
í  í” a 5 }‘













KJ= EI í C s )
r i rL Td M Cs)W - - £ -í
,1 ’d2N CsV
ds2
i 'dZM f Cs)'
ds2
d s 4 .  1 4 a
ds 4. 14b
e substituindo na equação 4.13, obtém-se para a energia de 
deformação do elemento finito rotor Cdevida à flexão), a 
seguinte expressão:
[K, J  { « « C t i J .  -v 4 -  { u e C o } *  [k,2] |u ec t-3 |U,. = — - íueCt)
i C*
4. IS
Aplicando Lagrange nesta expressão, tem-se a equação Lagrangeana 
do movimento:
= (KJ* KJ] H13} = Kl {ueco} 4. ie>
Após integração das equaçSes 4.16 obtém-se as matrizes indicadas 
na equação 4. 17 que estão listadas no apêndice B.
Matrizes de rigidez devida à flexão do elemento finito rotor.
K] ■ KL * ♦ KL*' KL 4. 1*
JB4
4.4 - EQUAÇÃO DO MOVIMENTO DEVI DA AO CISALHAMENTO DO ELEMENTO 
FINITO ROTOR
A energia de deformação, devida ao cisaihamento no 
elemento finito rotor, é representada no terceiro termo da 
equação 2. 29 por :
Considerando a equação 3.6 e a hipótese terceira :for:mular3a no 
capitulo III pode-se escrever:
K ts'D l r rt,\
|uscCS . o j  [m cCS3 f-9 3}
onde u Cs,tD e u Cs.tD correspondem aos deslocamentos devidos
2C 3c-
ao cisaihamento nos planos 12 e 13 respectivãmente.
jN C^sujj e ^M^Cs dJ são as matrizes das funções de 
interpolação, devidas ao cisaihamento nos planos 12 e 13 
respectivãmente, e apresentadas no capitulo II.








t "dN CsZH 
c
ds ds J
FdM Cs}-t IdM CsDl
c c
ds ds
•jueC t2> J- ds +
■}
-^ ueCtD^ j- ds L i e
8 5
Denotando por
M - “> £ [: 






-,t dN Cs)' e
-I ds




então a equação ficará da seguinte forma:
u„ - 4 -  M 0 }' [kJ  {” t u } + 4 -  M 0 }' [kJ
4. 20
Aplicando Lagrange a esta equação tem-se a equação Lagrangeana 
do movimento devida ao cisalhamento no elemento finito rotor:
£  • í M  * M )  H “ } ■ H  { - “ >}
4. 21
Após integração é obtida a matriz de rigidez |k J devida ao 
cisalhamento do elemento finito rotor e está indicada no 
apêndice B.
4. 5 - SIMPLIFICAÇÃO NAS MATRIZES DE RIGIDEZ DEVIDAS Ã FLEXÃO E 
AO ClSALHAMENTO
Com a finalidade de simplificar os cálculos dos 
elementos da matriz de rigidez do elemento finito rotor, pode-se 
somar as matrizes geradas pelas equaçSes 4.17 e 4.21 obtendo-se:
8 6
4. 22
Na equação 4.17 tem—se 3 matrizes, e na equação 4.21
tem-se uma matriz; efetuando-se a soma matricial, tem-se como 
resultado duas matrizes de mais . simples manuseio, conforme é 
apresentado a seguir
As quais estão indicadas no apêndice B.
4.6 - EQUAÇÃO DO MOVIMENTO DEVIDA Ã FORÇA AXIAL ATUANDO NO 
ELEMENTO FINITO ROTOR
A energia de deformação devida a uma força axial 




Tem-se da equação 3.6 que
{u^c s , tD 'i n^csD u^Cs.tD MCsD













KJ ■ t  






e substituindo na equação 4.24, obtém-se para a energia de 
deformação do elemento finito rotor Cdevida à força axial F D aa
seguinte expressão:
Ufa “ -2 ( u e C o j1 [KfJ  | Ue c b | ‘ [Kf<J  jueCt:,}
4. 27
aplicando Lagrange nesta expressão tem-se a equação Lagrangeana 
do movimento:
^  -(KJ+ KJ] {-<«} ■ K] H15} 4. 28
Após integração das equaçSes 4.28, obtém-se as seguintes 
matrizes
8 8
M  - K l » + * M « + h J .
que estão listadas no apêndice B.
CAPITULO V
OBTENÇÃO.DO VETOR FORÇA
Neste capitulo são determinadas as equaçKes que geram 
o vetor força devido á ação das forças não conservativas 
atuantes no modelo.
O vetor j^j" c*as f°rÇâs . generalizadas será obtido
aplicando-se a formulação Lagrangeana sobre a expressão do
trãbalho W : f
f a ) - ^
v J due
As forças a serem incluídas neste estudo serão as devidas à uma 
massa excentricamente localizada ao longo do eixo do elemento, 
assim como aquelas devidas à uma massa concentrada e excêntrica 
na seção transversal de um elemento ou disco rígido.
5.1 - DETERMINAÇÃO DO VETOR FORÇA PARA UM ELEMENTO FINITO ROTOR 
COM CENTRO DE MASSA EXCENTRICAMENTE DISTRIBUÍDO AO LONGO 
DO EIXO.
Figura 14 - Elemento finito rotor com massa excentrica 
ao longo do eixo.
Considere-se a figura 14 como representativa de uma massa 
desbalanceada, ao longo do eixo do elemento.
Denote-se por s) e CsD as curvas representativas
da excentricidade do centro de massa do elemento, em função da 
distância s, sendo s a variável do comprimento do elemento
O < s < L, em relação a um sistema que gira solidário ao 
elemento, a uma velocidade angular própria O CSpin Speed).
A localização destas çurvas em relação ao sistema 
fixo, serão denotadas por sCs) e r?CsU com a seguinte relação de 




[cos Ot - sen Ot 
sen Ot cos Ot
V sD | 5 .  2
O trabalho em condieração é devido à. força centrífuga e é dado 
por ' .
wf . £  . rf {,rjCsD ícCs D
}  C l ds •’
5. 3
considerando a equação 3.6, que fornece as relaçSes entre o 






Substituindo na equação S. 3 resulta





j u e C t :> | S. 4
Derivando esta expressão em relação aos deslocamentos 
gener ali zados  ^ue V , obtém-se{ue}
{«} = — - = f" » O 1




que é o vetor das forças generalizadas, decorrentes das forças 
centrífugas devidas à excentricidade da massa do elemento.
Recorrendo à expressão 5.2 determina-se este vetor 
no sistema fixo F, em função da excentricidade conhecida
y)3*CsD e CsD do sistema local.
9 2
-2 m O
"NC s)" t "cos Ot - sen Ot'
MCs). sen Ot cos Ot.
Consi dere--se o caso de uma
. W s D j
d s 5 .  6
massa desbalanceada sobre o elemento, obedecendo a seguinte lei 
de variação para 7)*C sD e sD,
= ». [i - + nt [-Î-] 
í1 - -r-] + [-X-]
onde i — indica o inicio do elemento, ou seja s = O 
f — o final do elemento, ou seja s = L
Substituindo as equaçKes S. 7 na equação S.S obtém-se o 
vetor força devido à excentricidade do elemento finito rotor, 
dado pela expressão matricial
cos Ot +
t o (tocos Ot ■+
{q 4} sen Ot]] S. 8
Qs vetores t o '  t o '  t o  e t o  estão listados no apêrjdice B.
S. 2 - DETERMINAÇÃO DO VETOR FORÇA DEVIDA Ã UMA MASSA DISCRETA 
DESBALANCEADA.
Figura 15 - Representação de uma massa desbalanceada 
M. sobre disco rígido ou em um dos nós do
cio
elemento.
Considere a figura 15, representativa de uma massa
desbalanceada M , localizada sobre um disco rígido discreto comà&
o centro de massa deslocado da origem e na posição em
relação ao sistema solidário ao disco rígido. As coordenadas em 
relação ao sistema fixo são dadas, conforme equação S. cí. por
"cos Dt - sen Dt’
\ = sen Dt cos Dt ^cK
s. ©
O trabalho devido a esta massa desbalanceada é dado 
pela força centrifuga, através da relação
9 4
das relaçSes fornecidas para os deslocamentos na equação 3.6.
Substituindo na expressão S.IO tem-se a expressão para o
trabalho em funçSo dos deslocamentos nodais e funçSes de
i nterpolação.
°2 frj {uec°}
As forças generalizadas são obtidas desta expressão 
considerando sua derivada em relação aos deslocamentos 
generalizados, dada na expressão 5.1;
H dW







A determinação deste vetor em relação aos
deslocamentos dados no sistema local, é obtida
1 d* d* J
considerando a transformação de coordenadas dada na equação 5.9.
8 M O NCsZ)
t cos Qt - sen Ot’




Como o modelo proposto só possui força nos nós, deve- 
se considerar um nó na posição em que exista a massa 
desbalanceada M
Esta massa pode ser localizada no nó 1 ou nó 2 do
elemento.
Determina-se a seguir, o vetor força para dois casos 
distintos: 1D massa discreta desbalanceada localizada no nó 1 do 
elemento; 2D mesma massa, porém localizada no nó 2 do elemento.
Caso 1 - Massa desbalanceada localizada no nó 1 do elemento.
Sendo s a variável representativa do comprimento do 
elemento O < s < L no nó 1 tem-se s = O. Substituindo
na equação 3. 45 resulta, para as funçSes de interpolação 
calculadas, no nó 1,
'NCCO‘ 'í o o 0 o o o o*
MC CO O 1 o o 0 0 0 o
5. .12
Levando à equação 5.11, obtém-se a seguinte expressão para as 
Torças generalizadas devidas à massa localizada no nó 1:
8 M, Ode
cos ot -sen ot










Caso 2 - Massa desbalanceada localizada no nó 2 do elemento
O vetor força resultante será obtido através do mesmo 
procedimento usado para massa localizada no nó 1, considerando
9 6
























SISTEMA GLOBAL DE EQUAÇÕES
6.1 GENERALIDADES
Após determinadas para cada elemento, as matrizes 
massa, giroscópica e rigidez e o vetor das forças não 
conservativas do modelo dinâmico ROTOR-DISCO-SUPORTE, faz-se a 
montagem seqüencial de cada uma dessas matrizes na sua 
correspondente matriz global, isto referente ao sistema inercial 
fixo F.
O conjunto global completo de equaçSes dinâmicas 
completo para o sistema em estudo é da forma:
[K]+ KD Kl -n hl Kl+ hl Kl ■ K} 6. 1
onde o índice g referencia o sistema global de equaçSes.
Todas as matrizes sSo simétricas, exceto rG J, que é antissimé-
wtrica, sendo -íu \ o vetor dos deslocamentos globais dos nós
9 8
dos elementos concatenados, no sistema fixo F. Todas as matrizes 
e o vetor força foram definidos e determinados nos capítulos IV 
e V. Resumidamente, para cada elemento, foram considerados os 
seguintes efeitos na determi nação de cada uma das matrizes 
descritas a seguir:
JmJ  - matriz massa transi acionai devida aos seguintes efeitos:
- massa distribuída aò longo de cada elemento;
— massa discreta de disco rígido localizada nos elementos .
GJ - matriz giroscópica ou matriz de Coriolis, determinada em 
funçSo dos seguintes efeitos:
- inércia polar distribuída ao longo de cada elemento;
- inércia polar de disco rígido discreto localizado nos 
elementos nos quais ocorra a existência do disco.
em que ocorra a existência do disco;
massa discreta desbalanceada localizada nos elementos em
que ocorra a existência desta massa.
£m  J - matriz massa rotacional, devida aos seguintes efeitos:
— inércia diametral distribuída ao longo de cada elemento;
inércia diametral de disco rígido localizada nos
elementos onde ocorra a existência do disco rígido.
matriz de rigidez, determinada em funçSo dos seguintes
ef ei tos:
- rigidez à flexão para cada elemento;
— rigidez ao cisalharoento para cada elemento;
— rigidez devida à atuação de uma força axial nos elementos
nos quais o efeito desta força é considerado;
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- rigidez de mancai, devida à , presença de mancais 
discretamente localizados nos elementos nos quais ocorra 
existência dos mancais.
{o} - vetor força obtido em função das forças nSo conservativas 
devidas à:
- elemento com massa com desbalanceamento variando ao longo 
do comprimento;
- massa desbalanceada discretamente localizada na 
superfície de um disco rígido, ou na seção transversal de 
um elemento, sobre um dos nós.
Após a montagem do sistema global de equaçSes 
dinâmicas C6. representativo do modelo ROTOR-DISCO-SUPORTE, 
tem-se condi çSes de fazer vários tipos de análise, dependendo da 
inclusão, ou não, dos efeitos contribuintes a cada uma das 
matrizes.
No primeiro tipo de análise não se consideram os 
efeitos de nuvssa rotatória e deformação cisalhante, tendo-se, 
a representação da viga de Bernoul1i-Euler .
Outro tipo de análise pode ser considerada, neste 
caso, levando-se em consideração o efeito de massa rotatória, 
onde se tem representado o modelo da viga de Raylelgh.
Quando se considera a inércia rotatória combinada com 
o efeito cisalhante, tem-se, finalmente, o modelo de viga de 
Timoshenko, que é o alvo principal desta dissertação.
Dependendo também do tipo de resposta que se queira 
obter do modelo, pode-se promover modi f icaçíSes no sistema global
1 0 0
de equaçSes 6.1, no intuito de simplificar operaçSes matriciais, 
e/ou adequar o sistema a ser submetido às sub-rotinas de 
sol ução.
Como primeira possibilidade de resposta, serão 
determinadas as freqüências naturais de uma viga simplesmente 
apoiada não rotativa.
Um segundo tipo de resposta possível é a determinação 
das primeiras velocidades críticas, tanto progressivas CX = +1Z>, 
como regressivas CX = -1D, para um eixo rota:tivo simplesmente 
apoiado.
A terceira resposta possível do modelo é a obtenção, 
para um eixo simplesmente apoiado, das freqüências naturais com 
uma rotação própria CSpin Speed O - ú j , especificada.
Estes tipos de resposta são obtidos para os modelos 
das vigas citadas anteriormente.
Se o sistema ROTOR-DISCO-SUPORTE tem os seús mancais 
do tipo isotrópico, com a rigidez dada por
K = Kií „ 22
fC = JC = 0ÍZ 2*
e pretende-se estudar seu comportamento dinâmico no que diz 
respeito às freqüências naturais e velocidades críticas orbitais 
Cde Whirl} progressivas e regressivas, é conveniente trabalhar 
no sistema de coordenadas rotativo R, o qual permite grandes 
si mpl i f i. caçSes no sistema de equaçSes matriciais, conforme 
descrição a seguir.
6 . 2  -  OBTENÇXO DAS EQUAÇÕES GLOBAIS NO SISTEM A ROTATIVO R
Pretende-se agora, através de uma mudança ortogonal de 
coordenadas, passar os deslocamentos do sistema fixo F para o 
rotativo R, obtendo-se o sistema global de equaçSes referido ao 
sistema de coordenadas rotativo R.
Figura 16 - Representação de um vetor nos sistemas 
fixo F e rotativo R.
Considere-se o sistema de coordenadas rotativo R 
girando em torno de seu eixo 1, coincidente com o eixo 1 do 
sistema fixo. A velocidade angular de giro é denominada de
velocidade orbital CWhirl SpeedD.
O vetor deslocamento de um ponto da elástica do modelo 
ROTOR-DISCO-SUPORTE no sistema fixo F é
e  e s t e  mesmo d e s l o c a m e n t o  n o  s i s t e m a  r o t a t i v o  R é  d e n o t a d o  p o r
8 ‘  ■ {■ }
Os deslocamentos
{»}
de qualquer ponto da elástica sSo


















Derivando a equaçSo 6.2 em relaçSo ao tempo, obtém-se a relaçSo 
entre os vetores velocidades nos dois sistemas F e R:
B • H B • • H B 5. 4
Derivando novamente, obtém-se a relaçSo entre às aceleraçSes nós 
dois sistemas














Substituindo as relaçSes obtidas para as tr ansf ormaçíSes de
coordenadas entre o sistema fixo F e o sistema rotatijvo R na
equação global 6.1, obtém-se o conjunto completo global de 
equaçSes dinâmicas no sistema rotativo R.
(["»] • [“••!) [[".] {*.} * * • [••] p .} ■ ■' H )  -
” H (W M - • W {».}) * H H H ■ {«.} 6. 7
onde
h )
é o vetor dos deslocamentos cjlobais dos nós no
sistema rotativo R.
Esta equaçao será bastante simplificada tendo em vista as 
seguintes observaçSes:
1 - denota-se? por X a relaçSo entre a velocidade própria do 
rotor ú = Q CSpin SpeedD e a rotação orbital de referência 
co C Whi r 1 SpeedD .
X. = O/oj
2 - pré-multiplica-se todos os membros da equação 6.7 por ER3
3. - consideram-se as seguintes propriedades características das 
operaçSes matriciais envolvidas na transformação da equação 
global no sistema de referência fixo para o sistema de 
referência rotativo:
1 0 4
T( K J + K J )  K l
T K J H  ■ K J
T K J
T H [* J  ■ W
T H H  ■2 K  J







Logo, substituindo estas relaç£5es na equaçSo 6.7, obtém—se a 
equaçSo global simplificada de movimento no sistema rotativo R:
( K J - K J )  { p j  * “  (eK J + f1-^ ] [%]] { p j + 
( K l  - ( K J + M  K J ) )  W  ■ h )  . 615
Considerando esta equaçSo e as consideraçSes anteriores, 
referentes aos mancais que devem ser isotrópicos e sem 
amortecimento, vê—se que a solução nSo trivial para uma relaçlo 
X especificada e com t o  . igual a constante, será obtida
através do terceiro termo
( K J  - •** ( K J  + H )  K J ) )  f c }  - °
o u  s e j a ,  r e s o l v e n d o  o  p r o b l e m a  d e  a u t o v a l o r e s .
h ]  8 }  ■ -■ ( K ] + i1 -£x) K J ]  8 }
onde todas as matrizes são simétricas, para uma determinada 
relação entre a rotação própria do sistema O e a velocidade 
orbital o>
X = Cl/o*
A solução desde sistema fornece os autovalores oí , n = 1, 2. . . ,
Ti .
que sSo as freqüências naturais orbitais e os autovetores 
associados, que são os modos naturais orbitais para X = O.
Caso se adotem para X os valores de ± 1 , então as 
saídas ser3o as velocidades criticas progressivas e regressivas 
Cforward and backward criticai speedsD, conforme 1083 .
No gráfico da figura 17 tem-se a representação do comportamento
das freqüências na presença do efeito giroscópico, conforme
[113. Com o sistema parado CO - 05, as freqüências naturais
serão o> & oí , onde os índices indicam primeiro e sequndo m m .
modos, com valores constantes devidos à ausência do momento
giroscópico. Para uma determinada rotação própria O, o sistema
apresenta teoricamente duas freqüências para cada modo, isto
devido à presença do momento giroscópico: uma denominada de
freqüência natural proqressiva o> , e a outra denominada
r.p




( ROTAÇAO DO SISTEMA)
Figura 17 - Comportamento das freqüências 






Consi der e~se o problema clássico de uma viga 
simplesmente apoiada, com massa e rigidez constantes ao longo de 
seu comprimento L. A seção transversal é circular com raio r, e 
o índice de esbeltez é definido pela relação
Estudos analíticos do comportamento desta viga, no que 
diz respeito às freqüências naturais e freqüências críticas 
foram feitas por ESHLEMAN and EUBANKS 104,033 e DYM and SHAMES 
[063.
Foram considerados nos estudos as influências dos 
efeitos de inércia rotatória, cisalharaento e momento giroscó- 
pi co.
A formulação fornecida por estes estudos servirão de 
base para comparação com os resultados obtidos através da 
formulação do ELEMENTO FINITO ROTOR desenvolvida nesta
dissertação e conseqüentemente permitirão comprovar a eficiência 
do programa PADIR, elaborado para este fim.
7.1 - FORMULAÇXO ANALÍTICA DAS FREQÜÊNCIAS PARA AS VIGAS DE 
BERNOULLI-EULER, RAYLEIGH E TIMOSHENKO
expressSes fornecidas para as freqüências naturais & criticas 
das vigas em análise.
7.1.1 - Freqüência natural para a viga de Ber noul 1 i-Eul er
As equaçSes de movimento da viga de Ber noul 1 i-Eul er , 
consideram somente os efeitos de inércia transiacionai e rigidez 
de- flexão.
As suas freqüências naturais ou os autovalores da viga 
são dados pela equação 7.69 da referência £06].
onde n é a ordem da freqüência.
Nota-se que a freqüência natural desta viga não varia com índice 
de esbeltez r .
apresentadas a seguir, as freqüências serão adi mensi onali zadas 
através da expressão
A seguir serão apresentadas resumidamente as
1/2
Para uma melhor visualização dos gráficos e tabelas
1 0 9
pAL4 :^ 2n 7. 3Oi 4 
r»a EI
Substituindo na equação 7.2 resulta., para á viga de
Bernoulli-Euler, a seguinte expressão:
7. 4
onde o> é a freqüência natural adimensional.
7.1.2 - Freqüência natural para a viga de Rayleigh
Nos estudos.da viga de Rayleigh considera-se, além dos 
efeitos presentes na viga Bernoulli-Euler, a inclusão da inércia 
rotatória nas equaçSes de movimento.
As freqüências naturais são fornecidas pelas expres- 
sSes 7.66a e 7.70, referência [063, e estão relacionadas com o 
indice de esbeltez.
Considerando as duas expressSes obtém-se
Cnfir D4EA 7. 5Oi 2 n Pi 1 +C nfir 2>2
Recorrendo à fórmula 7.3 determina-se, para a viga de Rayleigh,






Observa-se que o efeito de inércia rotatória diminui a 
freqüência natural da viga.
7.1.3 - Freqüência natural para a viga de Timoshenko
A viga de Timoshenko é caracterizada pela influência 
dos efeitos combinados de cisalhamento e inércia rotatória nas 
equaçSes de movimento, além dos efeitos já incluídos na viga de 
Bernoul 1 i —Eul er .
As freqüências naturais previstas para este caso são 
obtidas através da substituição da equação 7.66 na 7.74 de [063, 
resultando
E -s*Cnnr 2)KC5 o
1 + 1 + KG Cnnr 2>‘Cr
^ E 42 Cnnr j KG o
Considerando-se a fórmula 7.3 obtém-se a seguinte expressão para 
a freqüência natural adimensional da viga de Timoshenko
Oi 4 ria
1- P7=- Cnnr Z>k ( 5  6
1 + 1 + KG C nrrr I> ‘o 2 Cnrcr 3KU Cr
8
Observa-se que o efeito da combinação de -cisaihamento e inércia 
rotatória baixa mais a freqüência natural em relação Á viga de 
Raylei gh.
7 . 1 . 4  -  F r e q ü ê n c i a s  c r í t i c a s  p a r a  a  v i g a  d e  T im o s h e n k o
As freqüências críticas para a viga de Timoshenko são 
determinadas levando-se em consideração, nas equaçSes de 
movimento, os efeitos Já descritos de massa rotatória e 
deformação cisalhante, acrescidos da influência do momento 
giroscópico.
InvestigaçSes analíticas deste comportamento foram 
realizadas por Eshleman and Eubanks [04,033.
O efeito do momento giroscópico no comportamento da 
viga reflete-se na alteração de sua velocidade crítica, 
provocando alternativamente aumento e diminuição da freqüência 
natural, conforme se vê na figura 17.
Duas velocidades críticas são determinadas:
- a primeira, denominada de velocidade crítica progressiva 
Cforward whirl2>, é dada na sua forma adimensional pela 
expressão 41 de [OS3 :
Cnn}2
co 2 = --------------------------  7. 9epa j- .  ^ -f 1X2
1 + [ | g  "  >Z
a segunda, denominada de velocidade crítica regressiva 
Cbackward whirlD, em sua forma adimensional é dada em [053,
pela equação 42:
Cnfry
Ct> 2 = 
crct í/2 7 .  1 0
1 + k s  * f ” y
7.2 - ANÁLISE DAS FREQÜÊNCIAS FORNECIDAS ANALITICAMENTE E PELO 
MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS
O programa desenvolvido permite em principio analisar- 
se uma viga onde os efeitos considerados sSo a inércia 
transiacionai e rigidez Cviga de Bernoulli-EulerD; introduzindo- 
se o efeito da rigidez rotatória, passa-se a analisar a viga de 
Rayleigh; fazendo-se a conibinação com os efeitos provocados por 
císalhamento e momento giroscópico, tem-se a viga de Timoshenko.
O estudo foi conduzido para diversos números de 
elementos e, como era esperado, a precisão do modelo aumentou 
com o aumento do número de elementos.
7.2.1 - Freqüências fornecidas pelo programa PADIR
As tabelas 1 e 2, apresentam as freqüências naturais e 
críticas, geradas pelo programa de elementos finitos PADIR 
representativo do modelo dinâmico ROTOR-DISCO-SUPORTE, para as 
vigas de Bernoulli—Euler, Rayleigh e Timoshenko, com o índice de 
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Analisa-se neste item, o comportamento das freqüências 
naturais nos modelos das vigas de Bernoulli-Euler , Rayleigh e 
Timoshenko.
A tabela 3 e os gráficos 1 e 2, a seguir, apresentam 
as freqüências naturais fornecidas pelo programa PADIR, para uma 
viga dividida em nove elementos. Comparam-se as mesmas, com as 
respostas dos estudos analíticos apresentados no item 7.1.
A tabela indica, ainda, o percentual de desvio entre 
os valores do programa e a resposta analítica.
7 . 2 . 2  -  A n á l i s e  d a s  f r e q ü ê n c i a s  n a t u r a i s
VIGA DE RAYLEIGH -  7 m ef
2 FORMULA
VIGA DE TIMOSHENKO -  3 m e f
4 FORMULA 7.8
GRAFICO 2 -  FREQUENCES NATURAIS 
VIGA DE RAYLEIGH -- ? m ef
2 FORMULA 7.6
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ConclusSes sobre as freqüências naturais
Na viga de Bernoulli-Euler as freqüências naturais 




cujos valores do programa PADIR convergiram para uma viga sub­
dividida em nove elementos.
Para as vigas de Rayleigh, a primeira freqüência 
‘natural, calculada pelo programa, não apresenta desvio 
percentual considerável, coincidindo praticamente todos os 
valores para os diversos índices de esbel tez considerados. A 
segunda freqüência natural, para a viga de Rayleigh é também 
bastante precisa, e o desvio é da ordem de 0,02%.
Para a viga de Timoshenko, os valores das freqüências 
naturais C primeira e segundaZ> fornecidos pelo programa PADIR 
apresentam uma diferença máxima em relação à fórmula 7. 8, de 1%, 
para o Índice de esbeltez variando de 0,02 a 0,08. Considerando 
o Índice de esbeltez de 0,1 esta diferença é de 0,07% para a 
primeira freqüência natural e 4,5% para a segunda.
Do exposto, observa-se o excelente comportamento do 
sistema ROTOR-DISCO-SUPORTE, na determinação das freqüências 
naturais, para os modelos das vigas de Bernoulli-Euler, Rayleigh 
e Timoshenko, fazendo-se a ressalva quanto ao uso de índices de 
esbeltez elevados. Adotando—se índices de até 0,08 os desvios 
não ultrapassam o valor de 1,2%.
Observa-se também que o efeito de cisalhamento diminui 
a rigidez da viga, diminuindo a sua freqüência natural.
7 \ . 2 . 3  -  A n á l i s e  d a s  f r e q ü ê n c i a s  c r i t i c a s
Cfinsidera-se neste i tem a análise do comportamento das 
freqüências criticas na viga de TiJiioshenko.
A  presença do efeito giroscópico provoca alternadamen­
te aumento e diminuição das freqüências, resultando na 
^reqüência crítica progressiva Cforward whirJ.2) e  na freqüência 
çrltiça regressiva Cbackward whirlD.
Os resultados for necídos pelo programa PADIR serão 
eçwnparados com os calculados através das fórmulas T.Q e 7.10, 
íjUe sSo aproxiraaçSes das velocidades criticas, não iriduindo os 
e*feitos de interação entre a deformação transversal e inércia 
rotatória, e também entre a deformação transversal e momento 
gir oscópi co.
As velocidades críticas exatas são dadas pela equação 
C1S> de C053.
Esta equação, foi resolvida para determinação das 
velocidades criticas de um rotor, com índice de esbeltez 
compreendido entre 0,0005 e 0,1, considerando todos os efeitos, 
inclusive o torque.
Para índices de esbeltez acima de 0,05 o efeito de 
torque não é significante, permitindo, para efeito de 
comparação, a utilização das curvas referentes à equação C15D, 
apresentadas nas figuras 2 e 3 de [053.
A tabela 4 mostra os valores determinados pelo 
programa PADIR das freqüências criticas para a viga de 
Timoshenko dividida em nove elementos, que são comparados com os 
valores determinados pelas fórmulas 7.9 e 7.10 , para Índices 
de esbeltez variando de 0,02 a 0,1.
Indica se também o desvio percentual entre a formu­
lação e o programa PADIR.
Nos gráficos 3 e 4 tem-se, além dos valores tabelados 
descritos anteriormente, as curvas referentes às respostas 
exatas extraidas da tabelas 2 e 3 de [053.
GRAFICO 3 -  FREQUENCES CRITICAS GRAFICO 4 -  FREQUENCES CRITICAS
-  PROGRESSIVA 7 MEF
2 FORMULA 7.9




-  PROGRESSIVA I MEF
2 FORMULA 7.9
3 RESPOSTA EXATA
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ConclusSes sobre freqüências críticas
Comparam-se inicialmente, os valores fornecidos pelo 
método dos elementos finitos, para a viga de Timoshenko, sem o 
efeito do momento giroscópico dados no item anterior, com os 
valores listados na tabela 4 para as freqüências criticas onde 
se inclue este efeito.
Desta comparaçSo verifica-se a influência do efeito 
giroscópico. Ou seja, a frequência é maior ou menor do que a 
calculada para a viga nSo rotativa, conforme se observa nos 
gráficos 5 e 6.
INDICE de e s b e l t e z  
GRAFICO 5 -  FREQUENCES CRÍTICAS
-  7 PROGRESSIVA
-  2  SEM EFEITO GJROSCOPICO
-  3 REGRESSIVA
INDICE DE ESBELTEZ 
GRÁFICO 6 -  FREQUENCIAS CRITICAS
— I PROGRESSIVA
— 2 SEM EFEITO GIROSCÓPICO
—  3 REGRESSIVA
Comparam-se agora os valores fornecidos pelo método 
dos elementos finitos CMEFD, com os valores calculados pelas 
equaçSes 7.9 e 7.10. ConclusSes também são tiradas dos gráficos
3 e 4 e descritas a seguir:
— a primeira frequência crítica progressiva» fornecida pelo MEF 
praticamente coincide com os resultados da fórmula 7.9, e 
também com a solução exata do problema apresentada nos 
gráficos 3 e 4.
— a segunda freqüência crítica progressiva, fornecida pelo MEF 
apresenta também um bom resultado, estando os desvios na faixa 
de 0% a 0,556 para índices de esbeltez até 0,06, e dé 1,4% para 
o índice de esbeltez de 0,08 quando comparados com a fórmula 
7.9. Considerando a curva da resposta exata no gráfico 4, 
observa-se que os desvios sSo menores, estando em torno de 1% 
para um índice de esbeltez de 0,1, decrescendo rapidamente até
o valor zero para os índices de esbeltez menores.
— a primeira freqüência crítica regressiva resultante do MEF 
apresenta um comportamento excelente, quando comparada com a 
fórmula 7.10, os desvios percentuais são menos de 0,9%. Este 
comportamento é também observado no gráfico 4.
Comparando—se, no gráfico 3, a curva da solução exata com os 
valores fornecidos pelo MEF, detecta-se um desvio percentual 
um pouco maior, na ordem de 4% para o índice de esbeltez de 
0,1 e 2,5% para o índice de 0,08. Para os índices mais baixos 
este percentual de desvio decresce rapidamente para zero.
— a segunda freqüência crítica regressiva obtida pelo MEF, 
quando comparada com os valores fornecidos pela fórmula 7.10, 
apresenta desvios percentuais crescentes com o índice de 
esbeltez. Observa-se que o desvio para índices de esbeltez de 
0,02 a 0,08 é pequeno, e varia de 0J-S a 2,7Já.
Desvios encontrados nos gráficos 3 e 4 entre o MEF e a 
resposta exata sSo devidos à falta de iteraçSo do cisalhamento 
com o efeito giroscópico e com a inércia rotatória.
Das conclusSes tiradas da tabela 4 e dos gráficos 3 e
4, comprova-se o bom comportamento do modelo de elementos 
finitos ROTOR—DlSCO-SUPORTE, na determinação das freqüências 
críticas para a viga de Timoshenko. Recomendando-se adotar 
índices de esbeltez até 0,08 quando desvios sSo pequenos.
CAPITULO V I I I
MODELAGEM DE HlDROGERADORES
S.1 - INTRODUÇXO
No Brasil, devido ao seu potencial hidráulico são de 
grande utilização os grupos hidrogeradores de grande porte.
!






Figura 18 - Representação típica de um grupo hidroge- 
rador.
A figura 18 representa um grupo hidrogerador, composto 
basicamente de uma turbina hidráulica do tipo Francis. eixo 
intermediário, gerador e mancais.
O comportamento dinâmico destes conjuntos é de 
relevante importância, por serem grandes as massas girantes, na 
ordem de 1000 t. a 3000 t.
Estes conjuntos apresentam severos problemas de 
operação, devidos a vibraçSes, que podem prejudicar 
consideravelmente seu funcionamento.
Nos últimos anos, muitas investigaçSes tem sido 
promovidas no sentido de quantificar experimentalmente estas 
vibraçSes, determinar suas causas e, conseqüentemente, melhorar 
os projetos.
Mais recentemente tem sido dado um enfoque ao estudo 
de modelos matemáticos que representem o comportamento dinâmico 
de grupos hidrogeradores, por duas razSes principais:
1 - a difícil otimização do protótipo, em razão das grandes
dimens£5es do mesmo, e altos custos que isto acarreta;
o
2 - análise do comportamento de grupos já em operação,
simulando-se as mais diversas situaçSes.
Os hidrogeradores tem sido modelados por vários 
métodos matemáticos. Como exemplo cita—se o método das matrizes 
de transferência [093, método dos elementos finitos [113, método 
das matrizes de transferência combinado com elementos finitos 
£093 e o método de Myklestad £173.
Dentre estes métodos, o que tem sido mais estudado 
ultimamente é o dos elementos finitos, em razâo do grande 
desenvolvimento tecnológico dos computadores e suas aplicaçSes, 
facilidade de modelagem, eficiência etc. .
8. 2 - MODELAGEM PELO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS
O modelo dinâmico ROTOR-DISCO-SUPORTE, desenvolvido 
nesta dissertação será utilizado neste capítulo para representar 
o comportamento dinâmico de um grupo hidrogerador.
A turbina e o rotor do gerador s2o modelados como 
DISCOS rígidos discretos, possuindo massa e inércia localizadas.
O eixo é subdividido em elementos finitos do tipo ROTOR, com 
todas as características correspondentes. Finalmente os SUPORTES 
são representados pelos mancais de escora e de guia com a 
rigidez de mola indicada.
Para efeito de comprovação dos resultados gerados pelo , 
programa PADIR, correspondente à formulação do elemento finito 
rotor desenvolvido nesta dissertação, serão feitas comparaçSes 
com os valores fornecidos por 1093 e Í113 para grupos 
hidrogeradores da hidroelétrica de Ilha Solteira da CESP.
8 . 2 . 1  -  E s t u d o  d o  m o d e l o  1 d e  P a v a n e l l o ,  R . ,  [ 0 9 3  , U s i n a  H i d r o ­
e l é t r i c a  d e  I l h a  S o l t e i r a .
Figura 19 - Representaçao do modelo 1, de [093.
Este modelo representa os grupos hidrogeradores da 
Usina de Ilha Solteira, cujas turbinas sSo do tipo Francis. O 
sistema foi modelado para o estudo de vibraçSes livres, sem
considerar efeito de amortecimento nos mancais. AS
características destes grupos hidrogeradores sSo listadas a
« -
segui r:
Peso do conjunto Ct2>
2Momentos de inércia diametral Ckg. m 2>
Ger ador
Turbina
Mancai guia do gerador 










Mancai guia do gerador 





Ri gi dez C N/nO 
Mancai guia gerador 
Mancai guia de turbina
1, 5E11 
1 ,5E11




Massa específica Ckg/m D
Módulo de elasticidade CN/m2D
2








A tabela 5, indica os valores das freqüências naturais
o
fornecidas pela referência [093 para o modelo 1 de Pavanello, 
bem como os valores determinados pelo programa PADIR e os 
respectivos desvios.
Tabela 5 - Freqüências naturais CHzD
‘ MODO [093 PADIR . DESVIO %
1 8,08 7.96 1 ,51
2 31 .25 29.68 5,29
8 . 2 . 2  -  E s t u d o  d o  m o d e lo  2  d e  P a v a n e l l o ,  [ 0 9 3 ,  U s i n a
H i d r o e l é t r i c a  d e  l i b a  S o l t e i r a .
Figura 20 - Representação do modelo 2, de í093.
Neste modelo 2, proposto por Pavanello, considera-se o 
mancai do gerador combinado Cescora—guiaí). Este comportamento é 
representado por uma mola de torção, conforme figura 20, 
simulando as restriçSes elásticas à torção.
Considera-se, ainda, que os mancais guias são 
hidrodinâmicos e segmentados, levando—se em conta os efeitos de 
amortecimento e rigidez do filme de óleo, bem como a rigidez da 
estrutura de sustentação destes mancais.
O  modelo submetido ao programa PADIR não considerou o 
efeito de amortecimento do mancai.
As características restantes são conforme item 8.2.1, 
acrescentando—se a rigidez torcional do mancai do gerador, 
indicada com o valor de 4.0E11 N/m.
Na tabela 6 são apresentados os valores das 
freqüências naturais fornecidas pela referência [093 para o
modelo 2 de Pavanello, e também os valores calculados pelo 
programa PADIR, com os respectivos desvios.
Tabela 6 - Freqüências naturais CHzD
MODO I 093 PADIR DESVIO %
1 12,9 12,85 0,39
2 30,4 30,09 1 ,03
8. 2.3 - Estudo do modelo 1 de Nascimento L. de P.‘, Í113, Usina 
de 11 ha Sol tei r a
Este modelo representa também um grupo hidrogerador da 
Usina Hidrelétrica de Ilha Solteira.
As freqüências naturais reais foram conhecidas, com 
razoável precisão, através de análise espectral dos sinais de 
vibraçSes obtidos das mediçSes de campo.
A rigidez do filme óleo e das estruturas suporte dos 
mancais foram determinadas experimentalmente e ajustadas no 
modelo C113.
Para este modelo é feita uma correção no momento de 
inércia diametral de turbina hidráulica, tendo em vista sua 
forma alongada, com maior concentraçào de massa nos extremos. 
Estima—se que o momento de' inércia diametral é 75% do momento de 
inércia polar.
Algumas correçSes foram efetuadas em outros parâmetros 




















Figura 21 - Representação do modelo da referência CílJ.
Características do modelo:








Ri gi dez C N/nO 
Mancai guia do gerador 
Mancai guia da turbina 




Na tabela 7 são mostrados, para efeito de comparação, 
as seguintes freqüências naturais para o modelo de um grupo 
hidrogerador de Ilha Solteira:
a - MediçSes efetuadas no campo
b - Resultados fornecidos pelo MEF da referência 2113* 
c - Resultados fornecidos pelo programa PADIR
Tabela 7 - Freqüências naturais CHzD
MODOS MEDIÇÕES NO CAMPO [113 PAÜLR
1 S 4.82 4,91
2 8.7 9.87 9,82
3 22 17.24 17.61
Do exposto nos itens anteriores concluâ-se que o 
sistema dinâmico ROTOR—DlSCO—SUPORTE desenvolvido nesta 
dissertação, tem um bom desempenho para modelagem, dé grupos 
hidrogeradores. -
Segundo [09, 113, os principais problemas encontrados 
no modelamento destas máquinas sSo as poucas infbrmaçSes a 
respeito dos parâmetros envolvidos no modelo, tais como rigidez 
e amortecimento do filme de óleo dos mancais, efeito de ® ■
amortecimento do selo mecânico, distribuição de massa da turbina 
e rigidez negativa no gerador. O procedi joento interativo 
utilizado na elaboração do modelo consiste da observação dos 
problemas reais do grupo hidrogerador, formulação do modelo 
matemático, análise dos resultados e, quando necessárias, 
modificaçSes do modelo e reanálise dos resultados.
Estas análises são feitas com base nos desvios dos 
resultados teóricos obtidos em relação aos resultados 
experi mentai s medi dos.
Logo, devido á Tal ta de informaçSes a respeito de 
al-gumas características destas máquinas, é necessário um 
procedimento interativo entre o modelo matemático e o protótipo 
para determinação e ajustagem destas característicaso que foge 
ao escopo deste trabalho.
CAPITULO IX
CONCLUSOES E SUGESTPES DE CONTINUIDADE
Ô. 1 - CONCLUSOES
Neste item apresentam-se as conclusBes deste trabalho 
baseado nos objetivos predeterminados no início do mesmo.
Para a verificação da eficiência do modelo proposto 
ROTOR-DlSCO-SUPORTE foram analisados vários exemplos de vigas, 
com soluçSo teórica exata, variando o número de elementos 
CsubdivisSes} e o índice de esbeltez Creiação entre diâmetro e 
comprimentoD. As respostas fornecidas pelo sistema computacional 
PADIR mostram um excelente desempenho na representação 
estrutural destes sistemas, quando usados índices de esbeltez 
até 0,08.
Estes modelos matemáticos, comprovados para sistemas 
contínuos, foram usados na representação de grupos 
hidrogeradores. As características físicas e estruturais dos 
grupos apresentados neste trabalho são fornecidas por Í9, 113, 
as quais foram obtidas de forma aproximada, a partir de
resultados experimentais e teóricos.
A obtenção destes parâmetros inclui uma parte teórica 
e uma parte experimental na área de tdentif içação, pois os 
mesmos são de difícil determinação, o que não está no escopo 
deste trabalho. /
A representação dos grupos hidrogeradores através do 
modelo proposto» ROTOR-DISCO-SUPORTE, apresenta-se bastante 
eficiente» requerendo-se um número reduzido de elementos para 
representar o modelo.
Os modelos mostraram-se sensíveis aos efeitos 
Qi roscópico e de cisalhamento, concluindo-se que estes efeitos 
não devem ser desprezados na modelagem destes grupos 
hidrogeradores e rotores de uma maneira geral.
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9. 2 - SUGESTÕES DE CONTINUIDADE
Dentro das perspectivas atuais da engenharia' na área 
da análise dinâmica de máquinas rotativas, serão apresentadas a 
seguir, sugestSes para trabalhos e pesquisas que venham a 
ampliar o espectro deste estudo e complementar o campo de 
conheci mento neste assunto:
1Z> Realizar uma abordagem experimental mais ampla dos 
problemas de hidrogeradores, determinando-se com maior precisão 
e confiabilidade os parâmetros estruturais dos modelos físicos 
em estudo, para isto implementando-se métodos de identificação 
de parâmetros no domínio do tempo e no domínio da freqüência.
Déntre estes parâmetros tem—se:
— rigidez efetiva do filme de óleo nos mancais, com a máquina em 
operação, e das estruturas suportes dos mancais;
— momento de inércia das massas dos rotores;
— influência do volume de água contida na turbina hidráulica;
— efeito de selagem nos anéis de desgaste Cmancai de águaD;
— rigidez devida às forças eletromagnéticas no rotor do gerador.
2D Utilizar o sistema desenvolvido neste trabalho para 
elaboração de critérios de manutenção preventiva para centrais 
hidrelétricas a partir da medida de vibração.
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APÊNDICE A
SISTEMA COMPUTACIONAL PADIR
O sistema computacional PADIR, determina as 
freqüências naturais e criticas do modelo ROTOR-DISCO-SUPORTE 
desenvolvido nestá dissertação.
Uma explanação genérica do sistema será feita a 
seguir, incluindo descrição de cada módulo componente, relação 
com descrição dos dados de entrada e fluxograma.
Módulo 1 - PADIR - Gerencia o programa, endereçando, preparando
e armazenando os dados para entrada nas sub­
rotinas.
Módulo 2 — ROTOR — Calcula as matrizes massa, giroscópica e
rigidez, colocando as mesmas na forma SKYLINE 
e também gera o vetor do perfil SKYLINE 
destas matrizes.
Módulo 3 — AVISE — Resolve o sistema Mü + Ku ~ O, determinando
~ ü
os autovalores Cfreqüências naturais e 
freqüências críticas progressivas e 
regressivas), conforme referência £203.
142
Módulo 4 - QR - Resolve o sistema Mü - OGu + Ku = O, deter ml-
% Z  ^  *w
nando os seus autovalores Cfreqüências 
progressivas e regressivas), & autovetores, 
conforme referência [213.
RELAÇÃO E DESCRIÇXO DOS DADOS DE ENTRADA
READ C5,*D IFREQ.NE 
READ C5.12D TITULO
READ C5,*D IEMIL,IEMG,IEAG,IERG,IESKY 
READ C5,*D EYOUNG, GCIZ, POISS, DENSID, COCIZ 
READ C5,*D ICIZ.ROTAC
READ C5,*D C Dl EC ID , Dl ICID , COELCID , LDIC12), MDICID , INEDIC15 ,
INEDI PC 13 ,
*LFAC ID , FAC ID , LMCCID , RMCYC15 , RMCZC1D , RTCYCID , RTCZC ID, 1 = 1 ,  NED 
12' FORMAT C20A4D
Descrição dos Dados
IFREQ Indica as freqüências a calcular
IFREQ = 1 Freqüências Naturais
IFREQ = 2 Freqüências Críticas Progressivas
IFREQ — 3 Freqüências Criticas Regressivas
NE Número de elementos
TITULO Título do trabalho
IEML Comanda a inscrição matrizes locais Cl — escreve e





















Comanda a inscrição matriz massa global Cl - escreve 
e O — não escreve)
Comanda a inscriçSo matriz giroscópica global Cl - 
escreve e O - não escreveD 
•
Comanda a inscrição matriz rigidez global Cl - 
escreve e O — não escreve!)
Comanda a inscrição matrizes e perfil SKYLINE Cl - 
escreve e O não escreve)
Módulo de elasticidade 
Módulo de cisalhamento 
Coeficiente de Poisson 
Densidade
Coeficiente de cisalhamento Cse = O recalcula pelo 
programa)
Indica a presença de cisalhamento Cl considera, O 
não considera)
Rotação própria do eixo CO)
O conjunto de dados a seguir é para cada elemento e 
deve ser repetido NE vezes.
Diâmetro externo do elemento 
Diâmetro interno do elemento 
Comprimento do elemento
Localização do disco CO - não existe disco, 1 - 
disco sobre nó 1, 2 - disco sobre nó 2)
Massa do disco
Momento de inércia diametral do disco 
Momento de inércia polar do disco
— força sobre nó 1, 2 - força sobre nó 2D 
FA Força axial
LMC Localização do mancai CO - não existe mancai,
mancai sobre nó 1, 2 - mancai sobre nó 25 
RMCY Rigidez do mancai na direção y
RMCZ Rigidez do mancai na direção z
RTCY Rigidez torcional do mancai na direção y
RTCZ Rigidez torcional do mancai na direçào z
LFA  L o c a l i z a ç ã o  d a  f o r ç a  a x i a l  CO — n ã o  e x i s t e  f o r ç
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INICIO
L E I T U R A  DE DADOS
APENCIDE B
RELAÇgQ DAS MATRIZES DETERMINADAS NOS CAPÍTULOS 4 E 5. PARA O 
ELEMENTO FINITO ROTOR
15 Matrizes massa transi acionai [M 3^ conforme equação 4.10.
[M !) = CM 3 + d> EM 3 + d>2 [M 3
tri &t O et 1 et 2
m L
tM—  =
‘ 1S6 O O 22L 54 0 O -13L ‘
O 156 -22L O O 54 13L O
O -22L 4L2 O O -13L -3L2 O
22L O 0 4L2 13L 0 O —3L
54 0 O 13L 156 O O -22L
O 54 -13L O O 156 22L O
O 13L -3L2 O O 22L 4L2 O
-13L O 0 —3L -22L 0 O 4L2
m L
IM 3 = -----------
ot 4 420 Cl+<£>2
‘ 294 O O 38, S 126
O 294 -38,5L O O
O t38,5L 7L2 0 0
38,5L O 0 7L2 31 ,5L
126 O O 31 ,SL 294
O 126 -31,5L O O
O 31 , 5L -7L2 O O
—31 , 5L O O -7L2 -38,SL
r u i  —
m L
et 2 420 Cl 2
' 140 O O 17,5L 70
O 140 . -17,5L O 0
0 -17, SL 3,5L2 O O
17, SL O O 3,5L2 17, SI
70 O O 17,5L 140
O 70 -17, SL O 0
0 17,SL -3.SL2 O O
-17,SL O O -3,5L2 -17, SI
O O -31 , SL
126 31 ,SL 0
•31 . SL 1 r M O
O O -7L2
O O -38,5L
294 38, SL O
38, 5L 7L2 O
O 0 7L 2
O O -17, SL '
70 17,5L O 
-17, 5L 3,5L2 O 
O O 3,SLZ
O O -17,5L
140 17, SL O 
17,SL 3,5L2 O
O O 3.5L2
25 Matrizes massa rotacional [M ] conforme equaçSo 4.11©r
1 4 8
2m r
IM 3 = ------------
?r ° 120 L Cl+<£>2
36 O O 3L
O 36 -3L O
O -3L 4L2 O
3L O O 4L2
-36 O O -3L
O -36 3L O
O -3L -L2 O
3L O O L2
[M 3 =er í
m r2
120 L Cl +<£>2
0 O O —1 SL
0 o 15L O
O 1SL 5L2 O
15L O O SL2
O O O 15L
O O -1SL O
O 1SL -SL2 O
15L O - O -5L2
-36 O 0 3L
O -36 -3L O
O 3L -L2 O
—3L O 0 L:
36 O O —3L
O 36 3L O
O 3L 4L2 0
—3L O O* 4L;
O O O -15L
O O 1SL . 0
O —1 SL -SL2 0
1 SL O O -SL2
O O SL2 15L
O O -15L O
5L2 -1SL 5L2 O
15L O O SL2
m r
t M 3 = ----------- ---
*r 2 120 L C1+0D2
2
O o o 0 O o o o
o o o o o o o o
o 0 lOL2 o o o SL2 o
o o o 10L2 o o o 5L:
o o o O o o o O
o o o 0 o o o 0
o o SL2 0 o o 10L2 o
o o o SL2 o o o 1 oi_:
35 Matrizes giroscópicas ou de Coriolis IG 3 conforme equação
* "  Cf
4.12
[G 3 = « [ G 3 + tj> 6 o CG 3 +e 1 02 tG 3 . €> 2
[6 3 =
ô O
2 m r2 
120 L
o -36 3L O 0 36 3L O
36 O O 3L -36 0 O 3L
-3L O O 1 r N 3L O O L*
o —3L 4L2 O O 3L —L2 0
o 36 —3L O O -36 -3L O
-36 O O -3L 36 O O -3L
—3L O o L2 3L 0 O -4L2
O -3L -L2 O O 3L 4L2 0
1 5 0
2 m r2
[ G ] = ------
ô 4 1 2 0  L
0 O - 1 5 L 0 O 0 - 1 5 L 0
0 O O - 1 5 L O 0 O - 1 5 L
1 5 L O 0 - 5 L 2 - 1 5 L O 0 SL
O 1 5 L 5 L 2 O O - 1 5 L - 5 L 2 O
O O 1 5 L O O O 1 5 L O
O 0 O 1 5 L O 0 O 1 5 L
1 5 L O O 5 L 2 - 1 5 L O O - 5 L
0 1 5 L - 5 L 2 O O - 1 5 L 5 L 2 O
2 m r2te 3 = ------
& 2 . - _ _
O o 0 O 0 O o O
O o o o O O 0 O
o 0 o - 1 0 L 2 O O 0 - 5 L 2
o o lO L 2 0 O O 5 L 2 0
o o o O O 0 0 O
o o o O O O 0 0
o o o - 5 L 2 O O O - l O L 2
0
o
o  . 5 L 2 O O O lO L 2 O
1 5 1
4 )  M a t r i z e s  d e  r i g i d e z  £ K^ .3 d e  a c o r d o  com  a  e q u a ç S o  4 . 1 7
ÍK ] = t K 3 = 4> [K 3 + <*>2 CK 3
f f O  t í ^ t 2 o
EI
i Í
[ KJ = t o l3ci +4 0 2
1 2 0 0 6L -12 O 0 6L
0 12 -6L O O -12 —6L O
o -6L 4L2 O 0 6L 2L2 0
6L O O 4L2 -6L O O 2L2
-12 O o -6L 12 O 0 —6L
O -12 6L O O 12 6L 0
O -SL 2L2 O O 6L 4L2 0
6L O




2L2 -6L O O 4L2
O o O O O O O O
O o o O O O o O
O o 2L2 O O 0 -2L2 O
O o O 2L2 O O O -2L2
O o O O O O O O
0 o O O 0 O O O
0 o -2L2 O O 0 2L2 0
O o O —2L2 0 O O 21/
E I
o o o o O o 0 o
o o o o o 0 o o
o o L2 o o o -L2 o
o o o L2 o o o -L
o o o 0 o o o 0
o o o o o o o o
o o -L2 0 o 0 L2 o
o o o -L2 o o o L
5D Matriz de rigidez tK 3 conforme equação 4.21
EI 4>
[K ] = —
C . 3L Cl +4>j
12 O O 6L -12 O • 6L
O 12 -6L O o -12 -6L O
O -6L 3L 2 O O 6L 3L2 O
6L O . O 3L2 -6L 0 O 3L
-12 O O -6L 12 O O -6L
O -12 6L O O 12 6L O
0 -6L 3L2 O 0 6L 3L2 0
6L O O 3L2 -6L O O 3L
1 5 3
6D Matrizes de rigidez [ K 3 conforme equação 4.23a




12 O 0 6L -12 O O Í5L
O 12 -6L O O -12 —ÔL O
O -6L 4L2 O 0 6L 2L2 O
6L O 0 4L2 -6L 0 O 2L:
-12 O O -6L 12 O O -6L
O -12 6L O O 12 6L O
O -6L 2L2 O O 6L 4L2 O
6L O O £L2 -6L O O 4L:
El
IK .3 =
d ° l 3c i + ^
0 o o o O o o o
O o o o O o o 0
0 o L2 o O o -L2 o
o o o L2 O o o —L:
o o o o O o o o
o o 0 o o o o 0
o o -L2 o o 0 L2 o
o o o -L2 o o o L
1 5 4
75 Matrizes de rigidez TK 3 conforme equação 4.29
f  CL
[K 3 = [K 3 + </>lK 3 + /  tK, 3ta ta O ta  1 r  fa  2
F
[ K 3 = ---- -------
30 L Cl+03 2
36 O O 3L -36 0 O 3L
O 36 -3L O 0 -36 -3L 0
0 -3L 4L2 0 O 3L -L2 0
3L O O 4L2 -3L O 0 L
-36 O O —3L 36 O O -3L
0 -36 3L 0 O 36 3L 0
0 -3L -L2 0 O 3L 4L2 O
3L O O L2 —3L O O 4L
F
t K  3 = --------- ---------------
ia í 30 L Cl +03*
60 0 0 0 -60 0 0 0
O 60 O O O -60 O O
0 0 5L2 O 0 O -5L2 0
0 O O 5L2 0 O 0 -5L
-60 O O O 60 O 0 0
O -60 0 O O 60 0 0
0 O -5L2 O O O 5L2 O
O O O -5L2 O O 0 5L
F
[K . 3 = a
ía 2 30 L Cl +<t&Z
30 0 O 0 -30 0 0 0
O 30 O o . 0 -30 O O
O O 2.5L2 o O 0 -2,SL2 O
O O 0 2, SL2 O O O -2,SL2
30 O 0 o 30 O O 0
O -30 O o O 30 O O
O 0 -2.SL2 o O O 2,5L2 o
O O O -2.5L2 O O O 2.5L2
8D Vetores força <Q>, ÍQ>, -CQ > e -CQ > conforme equação 5.8
1 2  3 4
£0 20 "f
——  £ L + ■ 3- £ L 20 i 20 i
-1 2 1 2 
1 Õ  *\L "30 £t
1 ,2 1 .2 
20 >7i 30 77 f
20
3 , L 7 L£1 + jCf20
20
20








-iô ‘ iL - -îô cfL 
“20 ï?iL + ~20 ï7fL
-1
20 * \L 30 'i»,L
_1 . , 2 _ 1 , » 
20 fci 30 fcfL
-3 _ 7 £fL
20 20
3 . L ^ 7 L 
20 11 20 >7
1 .L2 1
771 + -£Ô ï7f30
30 20 i
1 5 6
f 1 j 1 r* f 1 £. L i
1 >1




1 r,.L 1 OfL3 6 3 6
1 £ L 2 1 £ I2 1 ^iL2
1
”fL24 24 24 24
-i
V
L 2 1 i â . L2 
t
i , fL 224 24
- <Q > = <
24 24
1 L + _1 >?fL
4 -1 *iL 4* -1 efL6 3 6 3
1 L + - 1 1 r?iL
1
r7fL6 3 6 3
-1 £Í L2 1 rrL* -1 >71L2
1





-1 £  I 2 1 «,L24 24 24 1. 24
1 V >
